Professor Dr. Jiirgen Ritter
Lehrstuhl fiir Algebra und Zahlentheorie
Institut fiir Mathematik - Universitat Augsburg

Vorlesung Lineare Algebra 2, Wintersemester 2005/06

12. Kapitel: Geometrie 11; Lingen- und winkeltreue Abbildungen des 2- und 3-
dimensionalen affinen Euklidischen Raumes in koordinatenfreier Darstellung. Das
Vektorprodukt .

Wir erinnern an die Beschreibung der orthogonalen Matrizen A (vgl. Kapitel 9)

detA=1 = A:( o Slw>mit0<go<2w

—singp cosp

A € Raxa
detA=-1 — Af(\)J(l 1)

1 1 -1
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-1 —singp cosp —singp cosp
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AEChyp : AR , Nl =15
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hier bedeutet ~ orthogonale Konjugation.

Sei nun A € O,(R), n beliebig. Das reelle Polynom my(x) zerfillt in lineare und quadratische

irreduzible Faktoren; entsprechend seien Aq,..., A, die reellen und Ajy1, Art1, ..., Args, Args die
nichtreellen komplexen Eigenwerte von A (also r + 2s = n). Nun gilt: Ist v; Eigenvektor zum

reellen Eigenwert A, so ist (v;)® stabil unter A und

A0 .00

o 0
AN
: Ao
0

mit Ay € 9,,-1(R); des weiteren hat A die Eigenwerte Ao, ..., A, A1, Adpi 1y -« -5 Argsy Apps. Mit-

tels Induktion erreicht man

A1

AR h , Be 9, .(R).
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Natiirlich hat B die Eigenwerte A\py1, Adrg1, -5 Adrts, Arts-

Fasse B als komplexe (orthogonale) Matrix auf und wihle einen Eigenvektor w zu A,4;. Dann ist
dasjenige w Eigenvektor zu A,y 1, dessen i-te Koordinate konjugiert komplex zur i-ten Koordinate
von w ist. Insbesondere sind w+w , i(w —w) reelle, linear unabhéngige Vektoren, deren Aufspann

cosp]  singg

unter B stabil ist und auf dem B die Matrix ( ) mit Ay41 = cospy + isin

—sine; cosy
induziert (beachte |A,4;| =1). Also

A

42 Ar K - cos, sing,
K ’ v —sing, cosy,

K
mit Ay, = cosp, +1siny, .

Samtliche obigen orthogonalen Konjugationen sind abhingig von der jeweiligen Matrix A; die
gleichzeitige Konjugation von mehreren orthogonalen Matrizen A in die gezeigte einfache Form
ist 1.A. nicht moglich. Fiir 95(R) und O3(R) helfen hier jedoch spezielle Realisierungen des V5

bzw. V3 weiter.

Im folgenden sei V5 der 2-dimensionale reelle Standardvektorraum mit dem symmetrischen Ska-
larprodukt (-,-), beziiglich dem ej, e eine Orthonormalbasis ist.
Auf C, dem Korper der komplexen Zahlen, den wir als zweidimensionalen reellen Vektorraum mit

Basis 1,4 auffassen, definieren wir ein Skalarprodukt durch
(21, 22) = 1/2(2152 + 5122).

Dann sind 1,7 ein Paar orthonormaler Vektoren (Z bezeichnet, wie iiblich, die zu z konjugiert
komplexe Zahl). Uber 1 < eq,i < ey wird nun V5 mit C identifiziert; diese Identifikation respektiert
die jeweiligen Skalarprodukte. Man beachte, dafl mit ¢z fiir 0 # z € C ein eindeutig bestimmter

zu z senkrechter Vektor der gleichen Lénge wie z bestimmt ist.

Sei schlieflich f eine orthogonale lineare Abbildung von V5 in sich, die wir als orthogonale Abbil-

dung von C auffassen.

SATz 12.A. Falls det f = 1, ist f von der Form f(z) = uz mit einem u € C der Linge 1; falls

det f = —1, ist f von der Form f(z) = uZ mit u wie oben.

Bemerkung Ist det f = 1, so ist f die Drehung um den Winkel ¢, falls 4 = cos ¢ + isin . Ist
det f = —1, so ist f die Hintereinanderausfithrung der Spiegelung an der reellen Achse und obiger

Drehung.
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Der Fall der Dimension 3
Den 3-dimensionalen reellen Vektorraum V3 mit Orthonormalbasis eq, es, e3 identifizieren wir mit
H = {Oéli 4+ agj +ask : ai,as,a3 € R} CH

iiber e; <> i,e9 < j,e3 < k; H bezeichnet dabei wieder den Schiefkorper der Quaternionen. Fiir
h = ag+ a1i+ asj + ask € H setze h = ag — i — anj — ask . Auf dem reellen Vektorraum H ist
dann durch

(h1,h2) = %(hlﬁQ + haohi)
ein Skalarprodukt mit Orthonormalbasis 1,1, j, k definiert.

Beobachtungen

. (h,h) = hh

—_

2. heH < hll+=h=—-h= h?=—-hh Ry
3. (h1, hohs) = (hihs, ho)
4. hi,he € ' = [h1 L hg <= hihy € H' <= hi1hs = —hahi] .
5. sind hy, he € H', so gilt fiir ihr Vektorprodukt hy x ho = % (h1hg — hahy)
Sei nun f ein orthogonaler Endomorphismus von H'. Nenne f(i) =1, f(j) = J, f(k) = K. Es gilt
I’=J?=K*=-1,1J=—-JI, IK =—-KI, JK =—-KJ sowie

1J— K falls det f = +1
| =K falls det f = —1.

Beachte hier, da8 det f = det(I,J, K) und det(I,J,1J) >0, weil IJ = I x J ist.
LEMMA 12.a. Es gibt ein a € H mit w=a — lai — Jaj — Kak #0 .
Ansonsten erreiche einen Widerspruch durch Ersetzen von a in

a=1Iat+ Jaj+ Kak

durch ai und durch Multiplikation obiger Gleichung von rechts mit i; entsprechend mit j und k

anstelle von <.

wru~!  falls det f =1

SATz 12.B. =
f@) { —uzu~!  falls det f = —1 .

Hier ist z € H und v € H wie in Lemma 12.a.

Zum Beweis iiberlegt man sich, da uzu™' € H' fiir x € H', daB = — uxu~" linear ist und mit f

auf der Basis i, j, k tibereinstimmt.
Im Satz 12.B darf man natiirlich ohne Einschrénkung w als von der Lénge 1 annehmen.

Die allgemeine lingen- und winkeltreue Abbildung f des 3-dimensionalen affinen Euklidischen
Raumes A% = (P, H') sieht folglich so aus

f(x) =Furu ™t +¢, zceH, ueH,u =1;

das ¢ steht fiir die Translation mit c.
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Geometrische Interpretation im Falle des Plus-Zeichens !

Wir berechnen Fixpunkte von f(z) = uzu~! + ¢ und schreiben dazu

= a+u,a€cR, v eH, a®>— ()2 =1, a=cosp

y + pu’ mit einem y € H so dafi y L o/
d+ X/, d L.
Lou(y+pu)u ™t +d+ M =y+puu <= A=0& [y=(1—-u?)"1d oder u=+1].

Beweis: uyu~! = u?y, weil y L u/; uv’ = v'u. Also (1—u?)y = d+ /. Wende darauf ( ,u’)
an: ((1—w)y, o) = (d+X, ') = o', ') s (1=u)y = (1-0~ (/) ~20 )y € (5200 )y

mit 3 € R; ((1—w?)y,v') = (By — 2au'y,u') = —2a(u'y,v) = 2a(yu’,u'); (yu',u') =
F(—yu'u + u'yd!) = L(—y(u)? + (v)?y) = 0. Damit ist A = 0 und y = (1 — u?)~'d, sofern
y # £1.

2. Falls u = #£1 ist, ist f die Translation zu c.
3. Falls u # 41 und ¢ L o/, also A = 0, ist {(1 — u?)"'d + v/ : v € R} die Drehachse von f
und f die Rotation um 2¢ in der Ebene senkrecht zur Drehachse.

Zu beweisen ist nur die Winkelaussage. Sei dazu x L u/. Wegen

uru~t = vlx, |z| = Vo, [vPz] = Vuleulr = Vulez w2 = VT (un)

1 —— 1
und  (v’z,z) = §(u2xj + zulz) = 5565(112 +3?)

folgt

2 2 _9 2 N2

1
(u'z, ) _tu tu _ @t (u) =20 — 1 = 2cos? p — (cos? ¢ + sin? p) = cos(2¢p) .
w?zl|z] 2w 1

4. Ist die Voraussetzung ¢ | u/ nicht erfiillt, so héinge dem f eine geeignete Translation in Rich-

tung «' an, um dies zu erreichen. Es handelt sich dann bei f selbst um eine “Schraubung”.

In diesem Zusammenhang machen wir einen kurzen Abstecher in die dreidimensionale sphdri-
sche Geometrie; dazu brauchen wir das Vektorprodukt. Ein sphérisches Dreieck im R? ist durch
drei linear unabhingige Vektoren a,b,c € R? gegeben. Wir orientieren es durch die Forderung
det(a, b, c) > 0 und definieren dann die Winkel zwischen den Seiten durch

cos(C) = (a,b) , cos(B) = (a, ), cos(A) = (b, ¢),
sofern alle drei Vektoren die Lénge 1 haben, und den Winkel zwischen den von je zwei dieser
Vektoren aufgespannten Ebenen durch

(a x c,a X b)
cosaq = — -, etc.
la X c||a x b

!Die fiir den Fall des Minus-Zeichens anzugeben, ist eine Ubungsaufgabe.
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Beispiel Wir berechnen die Entfernung vom Ort A zum Ort B, die durch ihre geographischen
Breiten —7/2 < 84,85 < 7/2 und Lingen —7 < A4, Ap < 7 gegeben seien 2. Dazu arbeiten wir
im sphérischen Dreieck ABN, wobei N der Nordpol ist. Der Winkel des Dreiecks bei N zwischen
den Ebenen durch O,A, N und O, B, N heifle «; hier bezeichne O den Erdmittelpunkt. Also:
a = Ap — Aa. Die Liangen der Seiten des sphérischen Dreicks ABN sind (im Bogenmaf} gemessen)

AN =2 —fa, BN =" —fp.
2 2
Gesucht ist cos AB . Dazu niitzen wir den sogenannten Kosinussatz aus
cos AB = cos AN cos BN + sin AN sin BN cos «

der wiederum aus cos AB = (a,b) mit a = OA, b= OB etc. und cosa = (axn,bxn)/|laxn||bxn|

bei Normierung des Erdradius auf 1 resultiert.

13. Kapitel: Bilinearformen

Das Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V,, ist ein Beispiel einer Bilinearform auf V,.
In diesem Kapitel werden einige grundséatzliche Eigenschaften von Bilinearformen auf endlich
dimensionalen Vektorrdumen iiber kommutativen Koérpern K vorgestellt. Die einzige Bedingung
an K ist 2 # 0. Das Ziel unseres Studiums ist, mit Methoden der Linearen Algebra Informationen

iiber quadratische Gleichungen in mehreren Variablen zu gewinnen.

DEFINITION 13.1. V sei ein n-dimensionaler Vektorraum dber K. Fine Bilinearform auf V ist
eine Abbildung
(,): VXV =K,
die additiv in beiden Argumenten ist und die (av,w) = (v, aw) = a(v,w) fir o € K, v,w €
V erfiillt.

1. Gilt stets (v,w) = (w,v), so heifit die Bilinearform symmetrisch und V ein quadrati-
scher Raum; gilt stets (v,w) = —(w,v), so heift die Bilinearform schiefsymmetrisch

oder alternierend und V' ein symplektischer Raum.

2. Eine symmetrische oder alternierende Bilinearform heifit nicht-ausgeartet, falls

[(v,w) =0 (Vw € V)= v=0]3.

Im folgenden ist V stets ein mit einer Bilinearform versehener n-dimensionaler Vektorraum iiber

K.

2der Aquator hat also die Breite 3 = 0, Greenwich die Liinge A = 0
3Wenn wir kiinftig von einem nicht-ausgearteten Raum sprechen, meinen wir damit ein quadratisches oder

symplektisches V' mit nicht-ausgearteter Bilinearform.



LA2-13 6

Beobachtungen

a) Jede Bilinearform ist die Summe aus einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen

Bilinearform. In der Tat, (v,w) = (v, w)+[v, w]| mit der symmetrischen Bilinearform (v, w) =

2((v,w) + (w,v)) und der schiefsymmetrischen Bilinearform [v,w] = 3((v,w) — (w, v)).

b) V ist genau dann symplektisch, wenn (v,v) = 0 fiir alle v € V gilt.

c) Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Zu ihr gehort die Begleitmatrix

Suy & ((Uiavj))

1<i,j<n’

n n
Fir v =3 ayu; und w = Y fiv; gilt (v, w) = vTS{vi}w.
i=1 j=1

Die Begleitmatrix S{4,,} zur Basis Av; mit A € GL,(K) berechnet sich aus Sy, iiber die
Formel Syy,,) = ATS{vi}A. Insbesondere: det Sy 4,,) = det A? . det S} -

V' ist quadratisch, genau wenn Sy,,; symmetrisch ist, und symplektisch, genau wenn S,y

schiefsymmetrisch ist, also Sai} = —Sp, eilt.

DEFINITION 13.2. Dy = {det Sg,,3-a?: 0 # a € K} C K st die Diskriminante von V. (wenn v;

wieder Basis von V ist).

SATZ 13.A.  a) V sei ein quadratischer Raum. Dann gilt
1
(U,U)) = 5((” +w,v+ U}) - (/va) - (w’w)) )

die “Quadrate” bestimmen also schon die Bilinearform.
b) Quadratische V besitzen Orthogonalbasen, also Basen ey, ..., e, mit (e;,e;) = 0 fir
1#£ 7.

c) V ist nicht-ausgeartet genau wenn Dy # 0. In diesem Fall ist
vie oy V=V, ou(w) = (v,w)

etn Isomorphismus.

d) SeiV nicht-ausgeartet. Ist U Teilraum von V, so hat U+ die Dimension dim V —dim U

13 a. Quadratische Riume

In diesem Teilkapitel ist V' stets quadratisch. Die Bilinearform ist also durch die (v,v), v € V
schon vollstéindig bestimmt. Wir haben (v,v) = vTSv, wenn S die Begleitmatrix einer Basis
bezeichnet, beziiglich der die v € V' als Spaltenvektoren geschrieben sind. Jede Gleichung v Sv =
« stellt eine quadratische Gleichung in den Koordinaten von v dar, die um so zugénglicher ist,
je einfacher die Matrix S gebaut ist. S kann zu A7 SA mit A € GL,(K) verindert werden; wir

versuchen, moglichst einfache Formen unter den ATSA zu finden (Satz 13.B).
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DEFINITION 13.3. 1. v € V' heif§t isotrop, falls (v,v) = 0. Ein Teilraum U <V heifit isotrop,
wenn (u1,uz) = 0 fir alle uy,up € U gilt.

2. Jeder 2-dimensionale Teilraum E von V. mit Basis
u,h i (u,u) = (h,h) =0, (u,h) =1

heifit eine hyperbolische Ebene; u, h heifst eine hyperbolische Basis von E.

3. Die Summe Uy + Us zweier Teilrdume Uy, Us <V wird mit Uy L Uy notiert, wenn

UnNnU;=0 & (ul,UQ):O (Vul e Uy, VUQEUQ).

SATz 13.B. V sei nicht-ausgeartet.

1. Zu jedem isotropem 0 # u € V existiert ein isotropes h € V- mit (u,h) = 1. Es gilt: V =
(u,h)y L W mit dem nicht-ausgearteten Teilraum W ={v €V : (v,u) =0 = (v,h)}.
2.V=E LEy 1. ..1E LU mithyperbolischen Ebenen F; (1 < i <r > 0) und einem

Teilraum U ohne isotrope Vektoren # 0. Die Begleitmatrix zu einer aus hyperbolischen

Basen u;, h; der E; und einer Orthogonalbasis von U zusammengesetzten Basis von V
hat also die Gestalt

Qi1

Qp

Die aypy1,...,0, sind so, daf$ die quadratische Gleichung

n
Z ozjxg =0 nur die triviale Lésung hat.
Jj=r+1

Bei Wahl der Basis e; = u; + %hi , fi = u; — %hi von E; werden aus den 2x 2-Kistchen

01 die neuen Kdstchen o .
1 0 0 -1

(h1,...,hy) ist ein mazimaler isotroper Teilraum von V.

3. Umgekehrt, fir einen isotropen Teilraum U <V mit grofstmaoglicher Dimension gilt

2dimU < dimV,
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und V' hat eine Basis u;, hi,v; (1 <i<r=dimU, 2r+1<j <n) mit
(uiyui) = (hiyhi) =0, (ui, hy) =1, (ug, hy) =0 firi#k,

(uiavj) :07 (h’uv]) :0’ (Ujvvl) :Ofu’f’]#l

Die quadratische Gleichung Y, (vj,vj)x? =0 hat nur die triviale Losung in K.
j=2r41

4. (Sylvester) Sei K = R. Dann ezistiert eine Basis e1,... €y, ...,e, von V mit (e;, e;) =
0 firi#j, (ei,e) =1 firi<r und(e,e;)=—1 firi>r+1; dabei kann r =0 oder
r =n sein. Die Begleitmatriz zu dieser Basis ist also diagonal.
Ein Fazit aus dem Satz 13.B ist, daf} jede quadratische Gleichung >,  a;jr;x; = o in Dia-
1<i<j<n

n

gonalgestalt > a;z? = o mit recht guter Information iiber die Koeffizienten «; transformiert
i=1

werden kann 4.

Die im Satz vorkommende Zahl r ist eine Invariante von V'; mit anderen Worten: alle maxima-
len isotropen Teilrdume von V haben dieselbe Dimension. Insbesondere ist im Falle K = R die
sogenannte Signatur von V' erklirt, das ist die Differenz s;; 1y — s{_1} aus den Anzahlen der +1

bzw. —1 in der Diagonalen der durch Sylvester definierten Begleitmatrix

1

-1

DEFINITION 13.4. Im Falle s{;1y = 0 heifit die Bilinearform negativ definit, im Fall s{11y = n
positiv definit.

Offenbar gilt
Si+1} =0+ (v,v) <0 fiiralle0#veV

S{p1y =n < (v,v) >0 fiiralle0#veV.

Sarz 13.C. Die symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform des reellen Vektorraums V ist ge-
nau dann positiv definit, wenn det Sy > 0 fir 1 < k < n, und negativ definit, wenn
(~1)kdet S, > 0 fir 1 < k < n. Dabei ist S = ((vi,v§))1<ij<k und vi,...,v, eine Ba-

sis von V.

Der Fall des Skalarproduktes auf V' aus Kapitel 9 ist also der einer positiv definiten symmetrischen

Bilinearform.

Fir K = R wissen wir tatsichlich mehr.

“Die a; sind aber i.A. nicht die Eigenwerte von (a;;)!
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SaTz 13.D. Jede Matriz B € GL,(R) lifit sich eindeutig als Produkt B = D - U - O schreiben,
wobei D eine Diagonalmatric mit lauter positiven FEintrdgen auf der Diagonalen, U eine
obere Dreiecksmatriz mit lauter Einsen auf der Diagonalen (“unipotent”) und O € 9,(R)

1st.

Satz 13.E.  a. Ist die symmetrische Matriz S € GL,(R) positiv definit, so existiert ein A €
GL,(R) mit S = A- AT. Umgekehrt, solche Produkte A - AT sind symmetrisch und
positiv definit.

b. Ist S € GL,(R) symmetrisch und positiv definit, so besitzt S genau eine symmetrische,
positiv definite Wurzel S" € GL,(R), (5)? =S5.

c. Jedes B € GLp(R) ist eindeutig als Produkt B = PO mit symmetrischem, positiv
definitem P und orthogonalem O darstellbar. (P heifit die Pfaffsche Matriz zu B.)

S’, oder vielleicht besser v/S, erhiilt man durch Riickkonjugation mit der orthogonalen Matrix O
H1
aus 0TSO = , wobei p; > 0 und die 2 die Eigenwerte von S sind. Die Pfaffsche

Hn

Matrix P ist = VB - BT .

Zuriick zu allgemeinerem K.

DEFINITION 13.5. Fine lineare Abbildung f:V — W zwischen den quadratischen Rdumen V, W
iiber K heif$t isometrisch, falls (f(v), f(v")) = (v,0") fir alle v,v" € V' gilt. Ist f surjektiv,

so heif§t f eine Isometrie.

Beachte, dafl isometrische Abbildungen zwischen nicht-ausgearteten Rdumen stets injektiv sind.

Die Menge aller Isometrien von V' wird mit O(V') notiert. Mit der Wahl einer Basis vy, ..., v, von
V wird sie eine Untergruppe der linearen Gruppe GL,(K) und besteht aus allen invertierbaren
Matrizen A, die ATSA = S erfiillen, wenn S = ((v;,v;)) die Begleitmatrix von V zu vy, ..., v,
bezeichnet. O(V') heifit die orthogonale Gruppe von V; sie stimmt mit der im 9. Kapitel defi-
nierten orthogonalen Gruppe iiberein, wenn K = R und die Bilinearform positiv definit ist. Wir

interessieren uns fiir Erzeugende von O(V).

1. Sei H eine nicht-ausgeartete Hyperebene in V', also H <V, dimH =n—1, HNH* = 0.
Wihle 0 # y € H+. Dann ist

(v,9)
on(v) =v—2 (0
(v,9)
ein Element in O(V) mit 0% = id , detoy = —1. oy hiingt nicht von der Wahl von y ab.

Es handelt sich bei oy um die Spiegelung an H :
og(v)=vfirve H,op(y) =—vy .

Man bemerke, daf8 die nicht-ausgearteten Hyperebenen genau die () zu den anisotropen
Vektoren y € V sind.
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2. Sind v, w anisotrope Vektoren gleicher Linge, so existiert ein o € O(V) mit o(v) = w.

Ein direkte Konsequenz ist

SATZ 13.F. Jedes o0 € O(V) ist ein Produkt oy, - ... om, von r <n Spiegelungen an nichtaus-
gearteten Hyperebenen H; (1 <i <r).

FOLGERUNG. [. Gilto =op, -...-og, mit <n, so existiert ein 0 # v mit o(v) =v.

2. n gerade, detoc = —1=30#v:0(v)=v
n ungerade, deto =1=30#v:0(v) =v

3. Ist o Produkt von nicht weniger als n Spiegelungen, so lifit sich 0 = ogomg, - ... - om,

fiir jede Spiegelung o losen.
13 b. Symplektische Riume
SATZ 13.G. V sei ein nicht-ausgearteter symplektischer Vektorraum tber K. Es gibt eine Basis
V1, W1, V2, W3, . .., Vs, Wg Mil
(vi,vj) = (wi,wj) =0 fir 1 < i,j <n
(vi,wi)zl, (vi,wj):()fﬁrlgiyéjgn.
Die Begleitmatrixz hat also die Form

0 1
-1 0
0 1
-1 0

0 1
-1 0

Insbesondere ist dimV = 2s gerade.

FOLGERUNG. Ist S € K« eine schiefsymmetrische Matriz, so ist det S ein Quadrat.

14. Kapitel: Jordanzerlegungen von Vektorrdumen

In diesem Kapitel, das die Diskussionen aus Kapitel 8 aufgreift, ist V' ein n-dimensionaler Vektor-
raum iiber einem beliebigen kommutativen Kérper und f ein Endomorphismus von V' mit Matrix
A beziiglich einer vorgegebenen Basis vy, . .., v,. Wie iiblich sei m = m4(z) das Minimalpolynom

und x 4(z) das charakteristische Polynom von A (oder von f). Wir erkliren eine Abbildung

Klz] xV —V durch (h,v)+— hv def h(A)-v.
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Sie ist additiv in beiden Argumenten und erfiillt

[(h,v) =0 (Vv €V) <= m|h]?.

Folgende Eigenschaften von K[z| sind fiir uns wichtig.
1. (Euklidischer Divisionsalgorithmus) Zu g,0 # h € KJz| existieren Polynome s,r € K|x]
mit g = sh+r und [r =0 oder grad(r) < grad(h)].
2. Ist d € K|z| der grofite gemeinsame Teiler von g # 0 und h # 0, also
dlg, dlh; dilg, dilh = di|d; d ist normiert,
so existieren Polynome s,t € K[z] mit sg+th=d.
Beobachtung Zerfillt m = g1g92 wie gezeigt und mit ggT(g1,g2) = 1, so ist
V=ViaeV, mit Vi =ker(g1(A4)), Vo =ker(g2(A)).
Des weiteren induziert f durch Einschrinkung Endomorphismen fi, fo von V; bzw. V5. Sind A;

A
bzw. Ag zugehorige Matrizen, so ist A ~ ( ! ) . Es gilt: ma,(z) = g1(x), ma,(x) =

2
g2(7) .

DEFINITION 14.1. Fir 0 # v € V bezeichne [v] den Teilraum K[z - v, also den Aufspann
W] = (v, Av,..., A* %) mit k= grad(m),
und my, € K|x] das normierte Polynom kleinsten Grades mit myv = my(A)v =0

Beachte hier, dal wegen mv = 0 (Vv € V) die Vektoren A¥v fiir v > k linear durch v, Av, ..., A¥ 1y
ausdriickbar sind. Insbesondere ist [v] ein A-stabiler Unterraum von V. Die gleiche Begriindung,
mv = 0, liefert die Teilbarkeit m,|m. Die Eindeutigkeit von m, resultiert aus den weiter oben

genannten Eigenschaften von K|x].

Aufgrund der obigen Beobachtung kénnen und wollen wir fiirs erste die Bezeichnungen vereinfa-
chen und nehmen nun an, dafl m(z) = m = p° mit einem irreduziblen Polynom p = p(x) € K|[x]

und einer natiirlichen Zahl e gilt.
LEMMA 14.a. Es sei my(x) = apo + apic+ ... + aukv_lxk”*l + 2% . Dann folgt :

1. v, Av, ..., A*~ly ist eine Basis von [v].

2. Der von A auf [v] vermittelte Endomorphismus wird beziiglich obiger Basis durch die

Matriz
00 ... ... 0 —awpo
0 ... ... 0 —ay:
01 0 —aup2
0 ... ... 0 —ayg,—2
0 ... ... 1 —ayp,—1
beschrieben.

°Fiir Polynome b, ¢ € K[z] bedeutet b|c (lies b teilt ¢): It € K[z] mit tb = c.
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LEMMA 14.b. Sind fir 0 # v € V die Vektoren A¥v, 0 <v < k, — 1 linear unabhingig und gilt
AFvy = —agv—ay Av—. .. —ap_1 AP, so st my(z) = gtz .. Aoy 12F 2k, Des
weiteren, st vy, ..., vy irgendeine Basis von V', so gilt ma(x) = kgV(my, (z),...,my, (z)).

SATz 14.A. Hat f € Endg (V') das Minimalpolynom p® mit irreduziblem p € K|x] und natirli-

chem Exponenten e > 1, so existieren | Vektoren vy,...,v; in V mit

V=[wnle...0v] und my;=p", 1<a1<...<a=e.

Die Zahlen | und ay,...,a; sind durch A eindeutig bestimmt (die a; heiffen die Elementar-

teiler von A).

Ein Beweis ist weiter unten angehangen. Zunéchst aber 16sen wir uns von der Voraussetzung, das

Minimalpolynom m4(x) von A sei eine Potenz eines irrreduziblen Polynoms p(z), und konstatie-
ren:

Besitzt das Minimalpolynom m4(x) der Matrix A € Ky, die Zerlegung
z
ma(z) =[] p{ ()
i=1

in Potenzen von paarweise verschiedenen normierten irreduziblen Polynomen p;(x), so ist A zu
einer Matriz in Kdstchenform

Ay

Az

konjugiert. Es gilt ma, = p;'. Die Kistchen A; ihrerseits haben die Form

00 ... ... 0 —Oéij70
B, 0O ... ... 0 — Q5.1
& o1 ... ... 0 — Q5.2
mit  Bjj = . . )
Bili 00 ... ... 0 _aij,kiij
00 ... ... 1 _aij,kij—l

und es gilt mp,;(r) = Qjjo+a 1T +... + ozzd’ki]._lxk” Ly ki = p;” . Des weiteren a; < ajp <

...Saili:ei.

Durch geschickte Umgruppierung erhélt man auch

A kann in die Kdstchenform

00 . 0 ;.0
B 10 ... ... 0 —QG1
! 01 ... ... 0 —ous
mit B;=| | | . .
B : : :

3 00 ... ... 0 —QG k-2

0O 0 ... ... 1 —OG k-1
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transformiert werden und es gilt
mp, (z) | mp,(z) | - [ mp, (z)
mp, (x) =0+ o1+ ...+ Oszi_liL'ki*l + ki .

Fine solche Zerlegung von A ist eindeutig. In ihr sind die mp,(z) die Elementarteiler.

FOLGERUNG. Der Satz von Cayley-Hamilton gilt fiir beliebiges kommutatives K.

Tatséchlich ist xa(x) = T[] xa,(z) und xa,(z) = pizjaj (die Summe lduft von 1 bis I; — wir
i=1

beschrénken unsere Argumentation hier wieder auf den Fall m(z) = p(z)°).

SATZ 14.B. Hat A; € Ky, xn; das Minimalpolynom m;(x) = (z — \;)¢ mit \; € K, so gilt

T

Ai ~ . mit Bij ~
B, I |
Ai

Der Eigenraum {v : A;v = \jv} von A; zum FEigenwert \; hat die Dimension ;.

. . . . . kii—1
Die Matrix B;; ist die von Lemma 14.a zur Basis v;j, B;jvij, . .., B’

i vij von [v;]; fiir Satz 14.B

ersetze diese Basis durch
B — X B — \ )i,
Vij, ( ij Z)Ulju ) ( ij z) Vij -

BEWEIS VON SATZ 14.A.: Da p®v =0 (Vv € V), gilt m,|p®, also m, = p® mit a, < e. Wihle
nun in V' eine Basis y1, . .., y. Offenbar ist e = max{a,,, ..., ay, }, also nach eventueller Umnume-
rierung, a,, = e. Setze y1 = vy, a = e und V = V/[v;]. Auf V induziert A den Endomorphismus
W +— Aw; wir kénnen deshalb in Analogie zum zu w € V gebildeten m,, € K|[z] fiir w € V das

Polynom my € K|x] definieren.

Die grundlegende Beobachtung ist nun die

(%) Zuw €V existiert ein wy; € V mit W, =W, my, = M.
Weifl man (x), so niitzt man Induktion nach dim V fiir die Existenz von Vektoren v1,...,7,_1 € V.
mit

V=ml]a...ei], mg =pY, a1 <...<ay

aus. Sodann suchen wir Urbilder v; € V' mit m,,, = p%; () garantiert solche v;. Offenbar gilt
V=[nul+...4[v].

Die Summe ist tatséchlich direkt. Denn sind g;, ¢; € K|z] so, da8

-1

> gjvi+ g =0,
j=1
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so ist Y5 g;u; = 0, also mg,|g;, i.e. g;v; =0, 1 < j <1 —1. Wegen mg; = my, ist auch gjv; =0
j=1

und es bleibt gjv; = 0.

Wir miissen noch (*) nachweisen.

Wir starten mit irgendeinem Urbild w € V' von w. Setze

a, a a
My, =P, mg =p*, My =p°.

Sicher gilt @ < a sowie p®w € [v;], also pw = gv; mit einem g € K|x].
Sollte gu; = 0 sein, ist nichts mehr zu beweisen. Im anderen Fall schreibe g # 0 als Produkt
g=p"g mit g€ K[z], ptgr, b>0.

Nun existieren s,t € K[z] mit sp™ +tg; = 1. Das zeigt v; = t(g1v;) und weiter

_ _ aal __a;—b
mvl - mglvl - p ) mg’”l - p *

Diese Information hat sofort m,, = p®t@—b

@+ a; — b, mithin b > @ und

zur Folge. Die Maximalitdt von a; erzwingt a; >

pw = gu = pPgrv = PP g1vy) .

Das gesuchte w; ist nun w; = w — pb_aglvl .

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus dem Vergleich von zwei Zerlegungen von V' mit den davon
induzierten Zerlegungen auf V/{v € V : p(A)v = 0} und auf V/p(A)V.

Die Jordan-Chevalley-Zerlequng einer zerfallenden Matrix :

DEFINITION 14.2. A € K, xn heifit zerfallend, wenn alle Eigenwerte von A zu K gehdren, wenn al-
so das charakteristische Polynom x 4(x) (oder, gleichbedeutend, das Minimalpolynoms pa(x))

tber K in Linearfaktoren zerfallt.

Ist zum Beispiel K = C, so zerfillt jedes A. Oder: Ist A nilpotent oder idempotent, so zerfallt A.
Erinnerung: Nilpotent bedeutet die Existenz eines k € N mit A¥ = 0, idempotent heifit A2 = A.

SATZ 14.D. Zerfillt A, so existieren Matrizen D und N mit
A=D+ N, DN=ND, D istdiagonalisierbar, N ist nilpotent.
Diese Zerlegung ist eindeutig.

Im Beweis niitzt man zweierlei aus — erstens daf}, falls D € K, «,, vertauschbar mit der nilpotenten
Matrix N € Kpxy ist, also DN = ND erfiillt, xp(x) = xp+n(x) gilt, und zweitens, daf fiir
B € GL,(K) die inverse Matrix B~! ein Polynom in B ist.

FOLGERUNG. 1. A und D haben dieselben Eigenwerte.

2. Zerfdllt A und ist A symmetrisch, so sind D und N symmetrisch.
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3. Ist A € Ryxy beliebig, so gilt die Behauptung des Satzes unabhingig davon, ob A
zerfdllt oder micht, wenn man sich damit zufrieden gibt, daf$ das D € Ry, tiber C

diagonalisierbar ist (solche D heiffen halbeinfach ).

15. Kapitel: Tensorprodukt von Vektorridumen

In diesem Kapitel, das eine iiberall in der Mathematik und Physik Anwendung findende Konstruk-
tion von neuen Vektorrdumen aus bekannten gegebenen vorstellt, sind V und W (nicht notwendig

endlich dimensionale) Vektorrdume iiber dem kommutativen Kérper K.

DEFINITION 15.1. Fine Abbildung a : V x W — A der Produktmenge V x W in eine abelsche
Gruppe A heifst ausgeglichen, falls

1. a linear in jedem Argument ist, also
a(vy + ve,w) = a(vy,w) + a(vy,w) und a(v,w; + we) = a(v,w1) + a(v, ws)
fiir alle v,v1,v9 € V und alle w,wy,ws € W gilt,

2. a der Regel a(Av,w) = a(v, \w) (Vv € V,w € W, \ € K) gendigt.

DEFINITION 15.2. Die abelsche Gruppe V @i W heifit ein Tensorprodukt von V und W (iiber
K), falls

1. es eine ausgeglichene Abbildung
R:VXW=VergW, (v,w)—vQuw

gibt
2.VQW vondenv@w, veV,weW erzeugt ist,
3. jede ausgeglichene Abbildung a : V xW — A einen Gruppenhomomorphismus VW —

A, v@w— a(v,w) definiert.

Aus der Definition 15.2 folgt sofort, dafl zwei Tensorprodukte V @ x W, V @’ W derselben Vek-

torrdume V, W kanonisch isomorph sind: v ® w < v ® w.
SATZ 15.A. Zu 'V und W ezistiert ein Tensorprodukt.
Wegen obiger Bemerkung sprechen wir ab jetzt von dem Tensorprodukt V ®@x W.
SATz 15.B. 1. V@g W trigt auf natiirliche Weise eine Vektorraumstruktur :
def
Av@w) = wRQuw=v& \w .

22 VRgWeWRrV , 13w w®u
3. Ist Z ein dritter K-Vektorraum, so gilt

Vok  WergZ)~(VagW)®Z, v (w®z) < (vew)®z
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n
Sarz 15.C. 1. Sind vy, ...,v, linear unabhingige Vektoren in V und ist > v; ® w; = 0 in
i=1
Vo W, so sind alle w; =0 (1 <i<n).

2. Ist V endlich dimensional und vi,...,v, eine Basis, so liffit sich jedes Element des
n
Vektorraums V @ g W eindeutig als E v; @ w; mit geeigneten Vektoren w; € W schrei-

=1
ben.

3. Ist auch W endlich dimensional mit Basis w1, ..., Wy, so ist V Qg W ein Vektorraum
der Dimension n-m (=dimV -dim W) und v; ® w; (1 <i<n,1 < j <m) eine Basis
von V@ W.

Beispiele :

1. W sei ein K-Vektorraum und L Erweiterungskorper von K (etwa K = Q, L = R oder C;
K =R, L = C). Dann ist L auch ein K-Vektorraum und L @ W ist definiert. Dies wird
durch A\(p®w) = Au®@w ein L-Vektorraum. Es gilt dimy, (L@ W) = dimg W 6. Des weiteren
ist W iiber die Identifizierung w < 1 ® w ein K-Teilvektorraum von L @x W .

2. Homg (V,W) ~V @k M (kanonisch), wobei V = Homg (V, K) der Dualraum von V ist.

Sarz 15.D. 1. f:V = Vi, g: W — Wj seien K-lineare Abbildungen von Vektorrdumen.
Durch
fRg:VOrW ->Viog W, vow— f(v)® glw)

ist eine wohldefinierte K -lineare Abbildung von V @ W nach Vi @ g W1 definiert.

2. Es seien V =V, W = Wy endlich dimensional mit Basen vq,...,v, bzw. wi,..., Wn.
Zu f gehore beziglich {v;} die Matriv A = (ouk), zu g beziglich {w;} die Matriz
B = (Bj1). Dann gehort zu f ® g beziiglich {v; ® w;} die Matriv A® B € Kpmxnm mit

0411511 cee Oznﬁlm 0412511 cee 041261771 s Oélnﬁn ce Oélnﬂlm
0411521 cee allﬂQm 0412511 cee Oélzﬂlm cee Oélnﬁm cee 041n52m
O‘llﬂml ce allﬂmm alZﬁml cee alQﬁmm ce alnﬂml ce Oélnﬂmm
an1fri o uiBim 2B o 02Bim oo Gl o 0nfBim
anlﬂml CIEa O‘nlﬂm,m an2/811 e anQﬁmm CIE O‘nnﬂm,l CIEIR annﬂmm

Beobachtung: Spur (A® B) = Spur A - Spur B
Das alternierende Produkt V sei ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und k& € N.

DEFINITION 15.3. 1. V® =V ®...QV
~——————

k mal

SFiir dimg L = oo siche den Anhang zu diesem Kapitel.
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2. NF(V) = Vek /U, mit
U= ®...Q0v;, 31 <i<k—1mit v; = vj41) .

Das Bild von 1 ® ... Qup €V ®...0V in V®k/Uk bezeichnen wir mit vi A ... A vg.

Beobachtungen:
1. Die Vertauschung zweier Vektoren in v; A ... A v bewirkt ein Vorzeichen.
2. Sind zwei Vektoren in vy A ... A v gleich, so ist v A ... Avg = 0.

3. Ist e1,...,e, Basis von V, so ist e;; A ... Ae; mit i} < ... < i Basis von A(k)(V). Insbe-
sondere ist AY(V) =V, A¥(V) =0 fiir £ > n und dim A®(V) = 1.

4. Tst f € Endg(V), so induziert f einen Endomorphismus von A*) (V') und insbesondere einen
Skalar fiir k = n : End(A((V)) = K. Dieser Skalar ist det f.

Satz 15.E. 1. Es sei Vi <V und Vo = V/Vi. Des weiteren sei ny = dim Vi, ng = dim Vs, n =
ni+ng =dimV. Es gilt

A" VI@g A" Vo = A"V | (01 A AUy, WA .. ATWpy) — V1A .. AUy AWLA ... AW, .

2. Essei V=Vi®Va. Dann gilt @ AN'Vi@g AVo=A"V (Ym >0).

r+s=m

Bemerkung: AV = @ A"V, mit A°V def g , ist eine K-Algebra, also ein K-Vektorraum mit
r>0
einem zusétzlichem (assoziativen und distributiven) Produkt, fiir das die Elemente aus K selbst

zentral sind. Das Produkt ist durch A definiert; es gilt a Ab = (—1)"*bAa fiir a € A"V, b e AV .
Diese Algebra wird die Gramann-Algebra zu V genannt.

Man kann, analog zur Grafimann-Algebra, die symmetrische Algebra &(V') zu V' definieren

s(V)=e'(v), 8" (V)=K, &"(V)=V/U, firr >0,

r>0

Urdéf<’U1®...®UT*UU(1)®...®UU(T)ZUGSH.

S(V) ist eine kommutative K-Algebra mit dem durch ® vermittelten Produkt. In der Tat ist
&(V) isomorph zum Polynomring Klzi,...,z,] in n (= dimV) kommutierenden unabhingigen

Variablen z1,...,z, iiber K : Ist eq,..., e, eine Basis von V, so identifiziere

€, ®...0¢, mod U, mit x; -z

-

Sarz 15.F. Sind A und B Algebren iber K, so wird der Vektorraum A Q@ B durch
(CL1 ® bl)(az & bz) =aias @biby , a1,a0 € A, b1,b0 € B

ebenfalls eine K-Algebra.



LA 2-15 18

Anhang: Unendlich dimensionale Vektorrdume

Es sei V' ein unendlich dimensionaler Vektorraum iiber K (wie etwa V = R iiber K = Q). Wir
zeigen, dafl V eine K-Basis besitzt, daf also Vektoren e, € V mit v aus einer (unendlichen)

Indexmenge I existieren, die

1. linear unabhdngig sind, d.h. per definitionem, dafl je endlich viele der e, linear unabhéngig

sind
2. ganz V erzeugen, d.h.

n(v)
Voe Vv, ... vqp) €L & a1, ape) EK 1o = Zaie,,i .
i=1

Dazu benutzen wir ein Axiom, das sogenannte LEMMA VON ZORN, dessen Zusammenhang mit

anderen Axiomen aus der Mengenlehre, wie etwa dem Auswahlaxiom, hier nicht diskutiert werden

soll (vgl. dazu etwa H. Kneser, Math. Z. 53 (1950), 110).

Es sei M eine nichtleere Menge. M heifit teilweise geordnet, wenn es eine Relation <

zwischen gewissen (nicht notwendig allen) Elementen von M gibt, die folgendes erfiillt:

m1 <mg & ma <mp = my; =ma

my < ma & mg < m3 = m; <mz

(Ein Beispiel ist M = N\ {3/ : j > 2} mit m; < mg <= my | ma.) Sie heifit
vollstdndig geordnet, wenn noch fiir je zwei Elemente mqi,mo € M gilt: m1 < mo
oder mo < my. Ein maximales Element in der teilweise geordneten Menge M ist ein
Element mg € M mit [mo < m; € M = mo = my| (im Beispiel etwa mo = 3).
FEine Kette in M ist eine in der Teilordnung von M vollstdndig geordnete nichtleere
Teilmenge N von M (wie im obigen Beispiel die Teilmenge No = {2¢:i =0,1,2,...}).
Das Zornsche Lemma besagt nun: Ist M # () teilweise geordnet und besitzt jede Kette
N in M eine obere Schranke in M (d.h. Im € M :n < m (Vn € N)), so gibt es
mazimale Elemente in M. (Hitten wir im Beispiel N statt N\ {3/ : j > 2} genommen,
so giibe es da kein einziges maximales Element. Allerdings geniigt auch N\ {37 : j > 2}

nicht der Zornschen Bedingung: Ny besitzt keine obere Schranke.)

Warnung: mit zu sorglosem Umgang mit dem Zornschen Lemma kann aller moglicher
Unsinn erreicht werden. Wichtig ist, daf}, erstens, M eine wohldefinierte Menge und,
zweitens, M nichtleer ist. Zum Beispiel gibt es nicht die Menge aller Mengen, noch die

Menge aller Erweiterungskorper von K, etc.

Die Standardanwendung betrifft eine Menge M, deren Elemente Teilmengen A einer
vorgebenen Menge 9 sind und deren Teilordnung durch A1 < Ay <= A; C Ay
gegeben ist. Als obere Schranke einer Kette N = {A} versucht man das Element
Uaen A, das natiirlich eine Teilmenge von 9 ist, aber vielleicht nicht unbedingt in M
liegt.
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Fiir die Existenz der Basis von V betrachten wir nun die Menge M, deren Elemente genau die
Teilmengen von V' sind, die (im Sinne von 1. oben) aus linear unabhéngigen Vektoren bestehen.
Weil V' # 0, existiert ein v # 0 in V' und also ist {v} € M, somit M nichtleer. Die Ordnung in M
sei durch ‘C’ gegeben. Man sieht sofort, dafl Zorns Lemma anwendbar ist und maximale Elemente

liefert. Jedes solche seinerseits besteht dann aus einer Basis von V.

Startet man von vorgebenen linear unabhéingigen Vektoren {v,} C V, so kann man fiir M auch
die Teilmenge des obigen M nehmen, deren Elemente {v, } enthalten. Man folgert daus, daf jeder
Satz linear unabhéngiger Vektoren von V' zu einer Basis von V erginzt werden kann, und daraus
wiederum, daf} jeder Teilraum U <V in V ein Komplement besitzt: 3U; <V : U U; =V .

16. Kapitel: Lineare Ungleichungen

Hier ist die Aufgabenstellung des Kapitels.

Zu vorgegebenen reellen Parametern
A1y .oy Oy ﬂlw")ﬂn; 71 1 SZSTL) 1 Skgmu

sind zx € R, 1 <k<m, mit

m m
220, Y ey <G (1<i<n), ) xpay maximal
k=1 k=1

zu finden.

Solche Probleme tauchen etwa so auf. Eine Fabrik kauft n Rohstoffe Ry, ..., R, und fertigt daraus
die m Giiter G, ..., G,,. Zur Herstellung von GG, wird von R; der Teil o verbraucht. Stellt also die
m

Fabrik das Endprodukt Gy genau zp mal her, so wird von R; insgesamt > o2 verbraucht. Die
k=1

Gesamtmenge des eingekauften Rohstoffes R; sei §;; also Z ik < B; fiir 1 <4 < n. Natiirlich

sind alle x> 0. Beim Verkauf von G mache die Fabrik den Gewinn ag. Der Gesamtgewinn ist

dann Z oy — und der soll so grofl wie moglich sein.
k=1

Ubersetzung obigen Problems in die metrische Sprache

V sei der reelle m-dimensionale Vektorraum mit Orthonormalbasis v1, ..., v, und W der reelle

n-dimensionale Vektorraum mit Orthonormalbasis wy, ..., w,. Des weiteren seien
m n
v(]:ZakvkEV, wozz:ﬁiwiew
k=1 i=1

und f der beziiglich obiger Basen zur Matrix (ay;) = A gehorige Homomorphismus von V' nach

W. Wir vereinbaren noch, dafl ¢ stets zwischen 1 und n, k zwischen 1 und m laufe.

Mit diesen Daten liest die Aufgabe sich nun so: finde ein v € V mit

(v,v) >0, (f(v),w;) < (wo,w;) , (v,v09) maximal.
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Wir erkldren eine dazu korrespondierende “duale” Aufgabe.
finde w € W mit (w,w;) >0, (vg, f*(w)) > (vg,v0) , (w,wp) minimal 7.

Dabei ist f* : W — V die zu f adjungierte Abbildung, (f(v),w) = (v, f*(w)), gehort also zur
Matrix AT beziiglich der gewiihlten Basen.

Beachte (ker f)* = im f®.

Ly = {veV:(vu) >0, (f(v),w) < (wo,w;) (Vi k)}

L = Ly imal
DEFINITION 16.1. v {v e Lv: (v,v0) mawimal} _
Ly = {weW: (w,w)>0, (vg, f*(w)) > (vg,vo) (Vi k)}
LY = {w € Ly : (w,wp) minimal}
LEMMA 16.a. v € Ly, w € Ly = (v,v0) < (w,wo). Gilt sogar Gleichheit, ist v € L(‘)/pt und
we LY
W .
Denn

(v,00) = 2p(v,vp)(vo, vi) < Zk:(v,vk)(vk,f“(w)) = (v, f*(w))
= (f(v),w) = 2X(f(v), w)(w, w;) < ;(w07wi)(w7wi) = (wo,w) .

7

SATZ 16.A. i) Ly # 0 # Ly = L' # 0 £ LY

i) Ly =0 = L' =0, Ly=0= L' =0.
Der Beweis sei fiir den Moment zuriickgestellt.

DEFINITION 16.2. Sind uq,...,u, Vektoren in W, so heifit die Menge

Rlur,. - un) = {D Ny, Aj >0}

J=1

der von den uy,...,u, in W aufgespannte Kegel.

LEMMA 16.b. 1. Isty € W, aber y € &(uy,...,u,), so existiert eine Hyperebene Hy,, = (w)*

2

die y und &(uy, ..., u,) trennt, d.h.
(w,u) >0 fir u € &(ug,...,u), (w,y)=-1.

2. Entweder hat [(v,vg) > 0, (f(v),w;) < (wo,w;)] eine Lisung in V, oder es ist
[(w,w;) >0, (vg, fY(w)) >0, (w,wy) < 0] losbar in W.

"Solch ein Minimierungsproblem ist z.B. dieses: Die R; sind Silos von Diingemittel. Uber Rohre der Dicke ay
sind sie mit Behiltern GGy verbunden; allen aus dem R; herausfiihrenden Rohren zusammen ist ein regulierbares
Ventil y; vorgesetzt. Die Behilter G, tropfen auf speziele Kulturen, jedoch nur dann in ausreichendem Mafle, wenn
sie bis zu einer Mindesthohe ay, gefiillt sind. Der Flufl von R; in G betrigt also 2?:1 airyi > ag. Der Diinger in

R; kostet [3;; natiirlich sollen die Gesamtkosten Z:L:l (Biy; minimal sein.
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In der Tat, falls y € U def (u,...,u,) ist, existiert ein w € U+ mit (w,y) = —1. Ist allerdings

y € U= (uy,...,u), so schliefen wir mit Induktion nach r wie folgt.
l.r=1: y=pu = pu<0. Setzew:—mul.

2. r—1—r: Nach Voraussetzung ist y & K(ua,...,u,) C &(uq,...,u,) = K. Somit existiert
ein ¢ mit (c¢,y) = -1, (¢,u;) >0 (2 <j <r) und wir diirfen (c,u;) < 0 annehmen. Setze

U = (¢, uj)ur — (c,ur)uy fir 2<j <r, 5= (c,y)u1 — (c,u1)y.

Dann gilt: @; € &, aber j € 8/ def R(tg,...,ur). Andernfalls wire § = 37,59 A\ji; =
(c,;y)ur — (c,ur)y mit A; > 0, also y = ﬁzj \jt; + ((:fl))
Folglich gibt es ein d mit (d,%;) > 0fir2<j <r, (d,9) = —1, und w = (d,u1)c— (¢, u1)d

leistet das Gewiinschte.

u; € R, ein Widerspruch.

Nun zu 2.: Beide Aussagen zugleich widersprechen sich, weil

(F(0),w) = D _(F (), wa) (w,wi) < Y (wo, wi) (w,ws) = (wo,w) <0,

7 7

(f(v),w) = (v, f*(w)) = D (v, ve) (f*(w),ve) 2 0.

k

Nun gelte die erste Aussage in 2. nicht. Ware
wO:ZAkf(vk)+Zlel ) )‘k >0, Hi >0,
k i

so lieferte

(wo, wir) = Ne(f (vr), wir) + Y palwi, wir) = Me(f(vr), wir) = (FO Akvr), wir)
i k

k % k
=p;1 >0

ein v = Y. \yvg € Ly im Widerspruch zur Annahme Ly = (). Mithin
%

wo & R(f(v1), -+, f(vm), wr, ..., wn)
und es gibt eine trennende Hyperebene H,,
(w,wo) = =1, (v, f*(w)) = (w, f(vg)) 20, (w,w;) 0.
Lemma 16.b ist bewiesen.

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 16.A .

Wir vergrofern V,W zu V :=V L W bzw. W := W L V L R. Als Orthonormalbasen von V

und W wihlen wir 8
ex = [v,0],...,[om, 0], [0,w1],...,[0,wy,]
gu = [w1,0,0],...,[wn,0,0], [0,v1,0],...,[0,vn,0], [0,0,1].

8], ] statt (, ), um Verwechslungen mit dem Skalarprodukt zu vermeiden
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Schlieflich sei f : V — W durch
[v,w] = [f(v), =f*(w), = (vo,v) + (wo, w)]
definiert, so daf also f® den Effekt
[w, v, 0] = [f*(w) — awo, — f(v) + awo]
hat. Setze noch wy def [wo, —vg, 0] € W .
Mit diesen Daten formulieren wir die Aufgabe
suche [v,w] € V mit ([v,w],ex) >0, (f([v,w]), gu) < (Wo, gu) -
Also
(v, 06) 2 0, (w,wi) =0, (f(v), wi) < (wo, wi), (f*(w),vk) = (vo,vk), (wo,w) < (vo,v).

Finden wir eine Lésung [v,w], so ist nach Lemma 16.a automatisch v € L{P* und w € L{¥'. Finden

wir aber keine Losung, so gibt es nach Lemma 16.b.2 jedenfalls ein [w,v,a] € W mit
(lw,v,a],9,) >0, (fa[w,v,a],e,\) >0, (w,v,a],wy) <0,
oder, ausgeschrieben,
(w,w;) >0, (v,v) >0, >0
(f*(w),vx) = a(vo,vr) , (f(v), wi) < awo, wy)
(w,wp) < (v,v9) .

Wiére a > 0, so wéren év € Ly und éw € Ly im Widerspruch zu (w,wp) < (v,v9) und Lemma

16.a. Also ist a = 0. Wihle nun, sofern moglich, u € Ly, z € Ly. Dann gilt

)

= (f(u)’w) = (u7 fa(w)) = %(u’ vk)(fa(w)’vk) >0

(wo,w) = >(wo,w;)(w,w;) Z%:(f(u)vwi)(wawi)

und genauso

(v,v0) = X(v,vk)(vo,vk) < %(%Uk)(f“(Z),’Uk) = (f(2),v)

k

= (5 [*(v)) = (2 wi)(wi, f*(v)) <0 ;

7
zusammengefait (wg,w) — (v,v9) > 0, ein Widerspruch zu (w, wp) < (v, v).

Was ist, wenn Ly = ()7 Aus Lemma 16.b.2 folgt dann die Existenz eines w € W mit
(wawi) >0 ) (vk7fa(w)) >0 ) (’U),’U)()) <0.
Waihle, falls moglich, z € Ly . Also

(vai) >0, (vkafa(z)) > (vkavo) .
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Setze y = z + Aw mit A > 0. Offenbar ist y € Ly . Berechne (wp,y):
(wo,y) = (wo, 2) + AMwo, w) .

Da (wo, w) < 0, wird (wp, y) beliebig klein, sofern nur A grof§ genug gewihlt wird. Also ist L%gt =
und Satz 16.A bewiesen.

Ly geometrisch gesehen

Wir beginnen mit der Definition dreier geometrischer Begriffe.

DEFINITION 16.3. Fine Teilmenge L C P des m-dimensionalen Fuklidischen Raumes A™ =
(P, V) heifit konver, falls mit je zwei Punkten ly,ly € L die ganze Verbindungsstrecke zwi-
schen Ui und la zu L gehort. Durch die Wahl eines Grundpunktes o € P identifizieren wir P

mit V : p < op=v. Dadurch wird L Teilmenge von V und die Konvexitit bedeutet

[$:)\1l1—|—)\2l2, A, A0 >0, )\1+/\2:1]:>1:€L.

Ein verallgemeinertes Polyeder ist eine konvere Menge L, die keine Halbgrade
{p+7v:v>0 (p Punkt, v Richtung)}

enthdlt.
Ein Extremalpunkt der konvexen Menge L ist einl € L, das auf keiner echt in L verlaufenden

Strecke liegt:
[l:)\1l1+)\2l2, Ay, A >0, AMi+X=1, ll,ZQGL]:l:h:lg .
Unser Ziel ist, Ly un LC‘)})t zu bestimmen. Der folgende Trick ? erleichtert dies.
Setze V.=V L Wund f": V' - W | f'([v,w]) = f(v) + w. Wir stellen uns die Aufgabe

suche [v,w] € V' mit f/([v,w]) = wp, ([v,w],ex) > 0;

hier ist e; = [v1,0],...,em = [Um, 0], €m+1 = [0,w1], ..., €min = [0, w,]. Die Losungsmenge heifle
L.
Beobachtungen

(1) veLy = [v,wo - f(v)] € L/

(2) v,wle L' = v e Ly

(3) ve LY = [v,wo — f(v)] € L' & ([v,wo — f(v)], [, 0] ) maximal
(4) Ly und L' sind konvex

(5) [v, w] Extremalpunkt von L' = v Extremalpunkt von Ly = [v, wg — f(v)] Extremalpunkt

von L'.

9. . . . . . . . . .
%in der Praxis ist es allerdings nicht gerade von Vorteil, die Dimension von V zu erhéhen
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Im folgenden nennen wir V' einfach wieder V und f’ wieder f; wir haben so obengenannte Aufgabe

in die angenehmere Gestalt

suche v = Zxkvk € V mit f(v) =wo und z; > 0
k

gebracht 10, Die zugehorige Losungsmenge heife jetzt L; LPt bezieht sich auf die Zusatzbedingung

Lt(v’ ,UO)”

ist maximal mit einem gegebenen Vektor vy € V. Beachte, dafl nun m > n ist.

Ist wo & im f, so ist L = ; ist wy € im f, so kénnen wir ohne Schaden fiir unsere Fragestellung W

durch im f ersetzen, also f als surjektiv annehmen (f’ ist surjektiv). Dies tun wir im folgenden.

Weiter unten zeigen wir der Reihe nach

(1) die Extremalpunkte von L sind genau die [ € L mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine (von
[ abhéingige) n-elementige Indexmenge I = {i1,...,4,} C {1,...,m} mit

la) f(viy),..., f(v;,) ist Basis von W

1b) (1,vi;) = {wo, f(vi;)} fiir j =1,...,n — mit der Notation wg = i {wo, f(vi;) } f(vi;)
j=1

lc) (l,vg) =0fur k & 1.
(2) L #( = es gibt Extremalpunkte
LOPt £ () = es gibt einen Extremalpunkt von L, der in L°P' liegt.

(3) L # 0, L verallgemeinerter Polyeder = es gibt einen Extremalpunkt, der in L°P! liegt.

Wie ist das anzuwenden? Zunéchst gibt es nach (1) nur endlich viele Extremalpunkte und diese
lassen sich alle so finden: Suche die moglichen Mengen I mit la), setze sodann [ durch 1b) und
Lc) fest und {iberpriife schlieBlich, ob wirklich [ € L, also, da sicher f(I) = wo, ob {wo, f(vi;)} >0
ist. Nachdem alle Extremalpunkte gefunden sind, wihle man den mit dem “gréofiten Winkel” zu

vg: dieser ist eine optimale Losung — jedenfalls wenn L ein verallgemeinerter Polyeder ist.

Beweis von (1): Tatséchlich zeigen wir, dafl die Extremalpunkte von L genau die [ € L sind, fiir
die

. def
{f(vj):]EIl = {lgkgm:(l,vk);ﬁ()}}
nur aus linear unabhéngigen Vektoren besteht.

Es erfiille [ € L die Bedingungen 1a), 1b) und 1c) und liege auf der Strecke zwischen 1,1l € L:
I=XMli+ Xy, M, 0>0, A\{+XA=1.

Aus (l,v) =0 fir k & I folgt A (l1,vk) + A2(l2, vg) = 0, und deshalb (I3, vx) = 0 = (l2, vx). Des

weiteren

F(l) =wo =Y {wo, fvi,)}f(vi)),.
j=1

YDenn mit p: V! — V, [v,w] — v, und i : V — V', v — [v,wo — f(v)], gilt: pi = id, p(L’) = Lv, i(Lv) C L', p

und ¢ sind mit den Begriffen extremal und optimal vertréglich.
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Mithin (11, v;;) = {wo, f(vi;)} = (I2,vi;). Daher ist [; = Iz und also auch = [, i.e. [ ist Extremal-
punkt.

Umgekehrt, sei nun [ ein Punkt aus L. Wir definieren wie oben die Indexmenge (“ Tréger von [”)
L={j:1<j<m, (l,v;) >0}
und unterscheiden zwei Félle:

a) Die f(v;) sind linear unabhéngig fiir j € I;.
Weil f surjektiv ist, kann I; zu einer Menge I mit la) vergroBert werden; automatisch ist

dann 1c) richtig, weil immer (I, v;) > 0. Wegen

n

() =wo , also > (Lvy) f(vi;,) =Y {wo, f(vi,)} f(vs,)

j=1 J=1
(denn [ hat Tréger in I) ist auch 1b) richtig; [ ist also Extremalpunkt.

b) Die f(v;) sind linear abhéngig.

Wir wihlen eine nichttriviale Relation Y- A;f(v;) = 0. Der Vektor z = > Ajv; liegt also
JEL JEL
im Kern von f und ist # 0. Es sei © = min {|\;|7!(l,v;) : A; # 0}. Also

p>0und (I,v;) > p|A;| falls j € I; .

Damit sind mit | — pz und [ + pz zwei Punkte in L gefunden, die [ als Mittelpunkt auf ihrer
Verbindungsstrecke haben. Ist [ aber Extremalpunkt, so ist das ein Widerspruch. Der Fall

b) tritt also nicht ein, wenn [ ein Extremalpunkt ist.

Beweis von (2):  Sei [ eine Losung. Ist [ = 0, so ist wegen xp > 0 fiir v = >, xxvr € L offenbar

[ ein Extremalpunkt. Es sei deshalb | # 0 und I; die Trigermenge von [. Gilt a) aus dem vorigen
Beweis, so ist | schon Extremalpunkt, wie dort gezeigt wurde. Es gelte also b), so dafl wir zu den
beiden zusitzlichen Losungen [ — iz und [+ pz kommen (beachte: [ ist dann kein Extremalpunkt).
Sollte sogar | € L°P! sein, so gehéren diese beiden neuen Lésungen auch zu LOP) weil (2, v) = 0,
da

(z,00) <0 = (I — pz,v9) = (l,v0) — pu(z,v0) > (I,v0)

(z,00) >0 = (I+ pz,v0) = (I,v0) + p(z,v0) > (I, v0) -

Das Minimum g = min {|\;|7*(l,v;) : \; # 0} werde beim Index j, angenommen, so daf also

(1 ilu’zvvjo) = (l’vjo) i:u(zvvjo) = |)‘jo|MiNAjo

fiir eines der beiden Vorzeichen = 0 ist. Damit haben wir eine neue Losung l; € L gefunden (bzw.

€ L°PY), deren Triger kleiner als der von [ ist: der Index jo fehlt. Wir wiederholen das Verfahren.

Beweis von (3): Dies ist Geometrie: Ein Polyeder ! ist die konvexe Hiille seiner Extremalpunkte;

d.h. in unserem Fall

114.1i. ein verallgemeinerter Polyeder mit endlich vielen Extremalpunkten
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(*) L — {Zflzl Al/lV . >\V Z 0 , Zizl >\V - 1} )
wenn [q,...,[l; die sémtlichen Extremalpunkte von L sind. Also
¢ t ¢
(Z )\VlmUO) = Z Au(lua UO) < Z )\V(lu()pUO) = (lu();UO) ;
v=1 v=1 v=1

dabei ist vy so ausgewéhlt, dafl

(lyy,v0) = max{(ly,v0) : 1 <wv <t}ist.

Beweis von (x): Fallswy = 0,ist {0} = L, damit ! # 0, auch vl € L fiir v > 0. Es sei also wy # 0,

[ € L und, wie frither schon, I; der Tréger von [. Der Beweis von (%) geschieht durch Induktion

nach |;|. Wegen [ # 0, ist im Falle |[;| = 1 der Punkt | automatisch ein Extremalpunkt, vgl. den
Beweis von (1), Fall a). Im Induktionsschritt diirfen wir wegen des genannten Beweisschrittes jetzt
annehmen, daf die f(v;) fiir j € I; linear abhéngig sind. Wir arbeiten wieder mit dem Vektor z von
frither. Seine Koordinaten A; kénnen nicht alle < 0 sein, weil sonst die Halbgerade {l —vz : v > 0}
in L lage. Also existiert

i =min {A;'(L,v;) :+ A; >0},
und es ist [ := [ — iz € L. Offenbar gilt noch

¢
LI, also le {Z Al}
v=1

>

= t —_ = p—— J— J— p—
Wir suchen einen zweiten Punkt [ € { > Ayl,} mit I=XI+AX1, AA>0, A+ A=1.
v=1

Setze dazu py = max{(l,v;)(l,v;)~! : j € L}
Es ist g1 > 1, denn sonst wire (I,v;) < (I,v;) und es miifiten noch wegen (I,v;) = (I,v;) — fi)\;
alle A\; > 0 sein. Folglich wire die Halbgerade {l + vz : v > 0} in L. Daher

I=(m -1 (ml-1)€eL
und Iz G I, (es fehlt der Index, bei dem py erreicht wird). Auerdem ist 1 = p; 7+ (1 — ufl)?.
Wir haben L C {3 A\l } gezeigt; die umgekehrte Inklusion ist trivial. (x) ist damit bewiesen.

Bemerkung: Algorithmen zur Bestimmung von L°P' werden in den Vorlesungen zur Optimie-

rungstheorie vorgestellt. Hier ist ein “theoretisches” Verfahren .

Da f:V — W surjektiv ist, gilt W = (f(v1),..., f(vm)) (mit m = dim V'). Wihle aus diesen W
aufspannenden Vektoren eine Basis von W, etwa f(v;,),..., f(v;,), und schreibe wq als Linear-
kombination wo = >7%_; x; f(v;;). Sind alle x; > 0, so ist [ = > x;v; ein Extremalpunkt in L.
Ist einmal ein x; < 0, so vergif die Basis f(v;,),..., f(vi,) und wihle eine neue. Sofern L # () und
L keine Halbgerade enthélt, gibt es aber Basen mit nichtnegativen zugehdrigen z-Koordinaten von
wp. Liste alle diese auf und erhalte so alle Extremalpunkte in L. Der mit dem gréfiten “Winkel”

(I,v0) ist dann optimal.

17. Kapitel: Ein wenig aus der projektiven Geometrie zum Schlufl

V sei ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber dem kommutativen Kérper K ; dimV =n > 1.
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DEFINITION. 1. p(V) sei die Menge der eindimensionalen (linearen) Unterrime von V.

2. Der projektive Raum P(V') iber V' sei die Menge aller (linearen) Unterrdume von V.
Sind Uy,Uy <V, so definiere Uy < Uz in P(V') durch Uy C Uy .

3. FirU <V setze dim,(U) = dimU — 1. “Punkte” von P(V') sind die U der Dimension

1, “Geraden” die U der Dimension 2.

Beobachtung : Uber < wird P(V) zu einer teilgeorneten Menge, in der zu je zwei Elementen Uy, Uy
das Maximum U; + Us < V und das Minimum U; N Uy < V existiert. Diese Teilordnung fassen
wir auch als eine Inzidenzstruktur auf P(V') auf. Der Teilraum p(V') von P(V) erzeugt P(V) iiber

die Maximums- und Minimumsbildung.

Wir fithren Koordinaten auf p(V') ein und wéhlen dazu eine Basis v1,...,v, in V. Ein eindimen-
sionaler Unterraum U von V ist dann durch ein n-Tupel « def (a1,...,an) # (0,...,0) angebbar:
U = (311 av;) . Zwei solche Tupel a und 3 gehoren genau dann zum selben U, wenn es ein
0# A€ K mit Ay = ; (1 <i <n) gibt. Dem “Punkt” U in p(V) ordnen wir nun das Tupel
[a1, ..., ap] zu und identifizieren [, ..., a,] und [B1, ..., (], wenn Aa; = (; mit einem (von ¢
unabhéingigen) A € K* © K \ {0} gilt. Die «; heiflen die homogenen Koordinaten vom Punkt U;
man beachte, dafl sie nur bis auf einen gemeinsamen Faktor # 0 festgelegt sind und da8 [0, ..., 0]

nicht erlaubt ist.

So wie wir den n-dimensionalen Vektorraum V zum affinen Raum A™ ausbauen, konnen wir aus
p(V) einen projektiven Raum P"~! gewinnen. Diesen identifiziere am besten mit P(V), indem
einer Punktmenge {[zj1,...,z;,]} die Summe (das Maximum) der Unterrdume ((xj1,...,%,))

zugeordnet wird (hier ist j ein laufender Index).

Es sei zum Beispiel n = 3; wir sprechen also iiber die projektive Ebene P> = P(V') und insbesondere

hier iiber (projektive) Punkte und (projektive) Geraden. Offenbar gilt

1. durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade: [a1, ag, a3] und [&1, o, &3] liefern
namlich die linear unabhéingigen Vektoren v = ayv; 4+ aove + azvs, ¥ = v + Govg + Gizvs
die zusammen einen 2-dimensionalen Teilraum von V aufspannen, also eine Gerade in P? =

P(V), und dies ist die Gerade durch die beiden Punkte im Sinne unserer Inzidenzstruktur

2. zwei verschiedene Geraden in P? = P(V) entsprechen zwei verschiedenen 2-dimensionalen
Unterrdumen Uy, Uy in V. Thr Schnitt Uy N Uz hat die Dimension 1 (weil dim V' = 3), liefert

also einen Punkt in P2.

Vielleicht ist folgendes Bild fiir eine geometrische Vorstellung des P*~! = P(V) hilfreich: Be-
trachte den (n — 1)-dimensionalen affinen Raum A™! e A" 1(K) als Teilraum des A™. Wiihle
dazu Grundpunkte o,_1 € A" ! und o, € A"\ A" ! und setze H = {v € V : 0,,_1v € A" 1} 12,
so daf} also H eine Hyperebene in V ist.

Die eigentlichen Punkte p des P"~! sind nun genau die Punkte des A”~! und wir interpretieren

sie als die Geraden durch p und oy, somit als die linearen Unterrdumen (v) von V mit v ¢ H.

2¢iner einfachen Notation wegen identifizieren wir hier die affinen Riume mit ihren Punktmengen und schreiben

ov fiir die Anwendung des Vektors v auf den Punkt o
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Die anderen, sogenannten uneigentlichen, Punkte des P! sind die zu A"~! parallelen Geraden
des A" durch o,, also die Geraden {o,(Aho) : A € K}, welche wir mit den linearen Unterrdumen
(ho) von H <V identifizieren (ho durchlduft H \ {0}).

In Koordinatenschreibweise bekommen dann die eigentlichen Punkte die Koordinaten
[ala -, Op1, 1] — (ala v 7an—1)
und die uneigentlichen die Koordinaten

[a1,...,an-1,0] (mit H = (v1,...,0p-1), v1,...,0, Basis von V).

Um Unabhéngigkeit von Basiswahlen zu erreichen, hatten wir frither lineare Abbildungen zwischen

Vektorrdumen studieren miissen. Wir verallgemeinern ins Projektive .

DEFINITION. Vi, Vs seien K -Vektorraume der Dimensionen ny bzw. ny. Die Gruppe aller Kérper-

automorphismen von K werde mit Aut(K) bezeichnet 3.

1. Zu o € Aut(K) werde eine o-lineare Abbildung f : Vi — Va durch die Regeln
flo+0) = fo) + f(0), f(A) =o(N)f(v) (Vuv,0€V1, A€ K)

definiert.

2. Fiirny = ng heiffey : P(V1) — P(V3) eine Kollineation, wenn ~y eine mit < vertrdgliche
Bijektion ist.

Auch die o-linearen Abbildungen entsprechen Matrizen A € K,,,xp, ; sind ndmlich ey, ..., ey, und
w1, ..., Wy, Basen von V] bzw. Vs, so erhalte A wie frither aus f(e;) = Zyil ajwj (1 <i<n),
ie. A = (aji), aber v = 37, Bie; hat nun das Bild f(v) = 32, ajio(Bi)w;, der Spaltenvektor
(B1,- ..y Bny)T geht also in A - (0(B1),...,0(8,,))T iiber.

Beziiglich Kollinetionen beobachtet man:

1. o-lineare bijektive Abbildungen f : V3 — V5 induzieren iiber

V) puy) fir U <W

Kollineationen v : P(V;) — P(V3)
2. dimU; =dim~(U;) fir U3 <V
3. mit v ist auch v~ : P(V3) — P(V}) eine Kollineation
4. A(UNT) =~5U)Ny0), y(U +U) =~y(U) +~(U) fir U,U < V;

5. UcCU + U= ~(U) Cy(U") +~(U) fiir eindimensionale Unterrdume U, U’, U < V}

132B. Aut(Q) = 1; Aut(R) =

1 (weil ¢ € Aut(R) wegen [a > 0 <= o = (§*] mit > vertriiglich ist);
1#o0=[z+iy—x—iy] € Aut(C)
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Im Fall Vi = Vo = V ist GL(V) (oder GL,(K)) die Gruppe aller K-linearen Bijektionen f :
V — V. Wenn hingegen o nicht ldnger trivial ist und die Gruppe Aut(K) durchliuft, erhdlt man
die groBere Gruppe A(V) aller o-linearen Bijektionen V' — V (mit der Hintereinanderausfithrung
solcher als Produkt). Es bezeichne noch PA(V') die Gruppe aller Kollineationen P(V) — P(V).
Wir haben folgendes Diagramm

KX — GL(V) - PGL(V)
!
A(V) = PA(V)
4
Aut(K) ,

13

in dem “—” injektiv, “—” surjektiv bedeutet und jede Zeile oder Spalte des Typs G’ \NehiNel

erfilllt: im¢’ = ker¢” = {x € G : ¢"(z) = 1}. Solche kurzen Gruppensequenzen G' — G —» G”

nennen wir fortan ezakt.

A
PGL(V) ist definiert als GL(V)/K* ~ GLn(K)/{ : A € KX} Y sie ist die pro-

)

jektive lineare Gruppe von V.
SATz 17.1. 1. Im Falle ny = ny > 3 ist eine bijektive Abbildung % : p(V1) — p(Va) mit
UcU +U = 4U) c4U")+40)

fiir eindimensionale Unterridume U,U’, U < Vi zu einer Kollineation v : P(V}) —

P(Va) fortsetzbar; genauer
FoeAut(K)If: VTV, 0 AU =~(Uh) = f(Uy) fir Uy < Vi, dimUy = 1.

f st bis auf Multiplikation mit einem Skalar A € K* eindeutig bestimmit.

2. Ist n > 3, so ist die Abbildung A(V) — PA(V) surjektiv und liefert das kommutative

1

Diagramm 5 mit exakten Zeilen un Spalten

K* — GL(V) - PGL(V)
| [ I

die Notation ist weiter unten erkliirt
15 «kommutativ”’ bedeutet, da der gewihlte Weg fiir die Hintereinanderausfiihrung zweier Abbildungen des Dia-

gramms keinen Einflu} auf das Ergebnis hat
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Bemerkungen :

1. Doppelverhdiltnis
Auf PL(K) C P(V) wihlen wir vier verschiedene Punkte P; = [c;1, 2], 1 < i < 4. Deren
Doppelverhéltnis ist durch

(04110442 - 04410412)(04310(22 - O5210432)
(04310442 - 04410532)(05110522 - O5210412)

definiert; das ist eine wohlbestimmte Zahl aus K. Man zeigt, dafl es invariant bei Anwendung
von projektiven linearen Abbildungen v € PGL(V) ist; eine Kollineation v € PA(V) ver-
schiebt es um den durch v induzierten Automorphismus o € Aut(K). — Dies ist, so man will,
eine Verallgemeinerung des sogenannten Strahlensatzes im A”™: zeichne eine Gerade durch
einen Punkt o und wéihle auf ihr zwei weitere von o verschiedene Punkte p; # ps. Eine
bijektive lineare Abbildung f : V™ — V™ (oder eine lingen- und winkeltreue Abbildung

f+ A" — A™ mit Fixpunkt o) liefert iiber f(op;) = og; die neue Gerade durch o, q1, g2, und

lop1| _ |ogi]
lopz| — [ogz|

der Strahlensatz betrifft dann die jeweilig entstehenden Verhéltnisse, wie etwa

2. Topologie

Interpretiere die Punkte des P"~!(K), so wie frither beschrieben, als eigentliche Punkte
[a1,...,ap—1,1] und als uneigentliche Punkte [, ..., a,—1,0]. Das liefert n Einbettungen
A" Pl indem die “1 nach vorn wandert”. Sei K = R. Der Euklidische Raum A"~ 1(R)
tragt eine natiirliche Topologie, die iiber die n genannten Einbettungen widerspruchsfrei auf
den P"~1(R) iibertragen werden kann. Man zeigt, dal damit der P"~1(R) ein kompakter
Raum wird. Im Gegensatz zu der fiir analytische Zwecke giinstigen Einpunktkompaktifi-
zierung des lokalkompakten A"~!(R) (Hinzunahme des Punktes oo) erhalten wir mit dem

P"~1(R) eine mehr geometrische Kompaktifizierung.

3. Gruppen

Ein generelles mathematisches Prinzip ist, Objekte iber ihre Automorphismen zu studieren,
so z.B. Vektorrdume V {iber die lineare Gruppe GL(V') (das ist klassische lineare Algebra).
In diesem Sinn ist der projektive Raum P(V') iiber die Gruppe PA(V') zu studieren und
das Diagramm in Satz 17.1 gibt iiber PA(V) gute Auskunft. (Andereseits ist es vorteilhaft,
explizite Beispiele von Gruppen zur Verfiigung zu haben, und die Geometrie tragt wesentlich
dazu bei, an solche Beispiele heranzukommen — sieche GL(V'), PGL(V),....)

4. Hilfsmittel aus der Gruppentheorie

G sei eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Definiere mithilfe von U eine neue
Gleichheit auf G iiber
1 =29 mod U <— xlﬂz;l celU.

Dies liefert eine reflexive, symmetrische und transitive Aquivalenzrelation auf G; die Menge

der Aquivalenzklassen bezeichne mit G, also

G={T:2€G; T =T < z0, € U}.
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Gilt gU = Ug, ie., gug™! € U (Vg € G,Yu € U) 9, so heiBt die Untergruppe U ein

Normalteiler von G, und statt G schreiben wir dann auch G/U.

G /U wird iiber T -y = Ty eine Gruppe (die Faktorgruppe von G modulo U), und ¢y :
G — G/U,x — T, ist dann ein Epimorphismus von Gruppen, den wir die kanonische

Restklassenabbildung modulo U nennen.

Beispiele:

G =GL(V); U= K* ist darin ein Normalteiler mit Faktorgruppe PGL(V')
in PA(V) ist PGL(V') ein Normalteiler mit Faktorgruppe Aut(X)
G = S3; hier ist U = ((123)) ein Normalteiler (mit Faktorgruppe {£1}); U = ((12))

ist kein Normalteiler

ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so ist B = im ¢ eine Untergruppe von
G und U = kerp = {z € G : p(x) = 1} ein Normalteiler in G. Obiges ¢y hat
ebenfalls ker oy = U. Mit ¢ : G — G’ und ¢y erhalten wir: 3' ¢’ : G/U — G’, ein
Gruppenhomomorphismus, mit

G e G’
o\ ey kommutiert.
G/U
GEOMETRISCHE DEUTUNG; PERSPEKTIVITATEN :

Es seien Vi, V5 Unterrdume gleicher Dimension n > 2 eines K-Vektorraums W. Dann existiert ein

gemeinsames Komplement C' in W und wir wéhlen eines:
W=VieC=Whaol.
Fiir U; < V4 und C < C < W resultiert
Uy=CNV;, < C=U,+C,

und folglich erhalten wir eine von C abhéngige Korrespondenz zwischen den U; < V; und den
Us < V3 (nédmlich durch U; + C = Uy + C) und zugleich eine Kollineation

v:P(V1) = P(V2), Ui Uy,
die die Projektion - oder Perspktivitit - von P(V1) auf P(V2) mit Zentrum P(C') heifit.

SATz 17.2. 1. Diese Perspektivititen sind von K -linearen Bijektionen f : Vi — Vo mit f(v) = v
fir v e Vi N Vy induziert; umgekehrt, jedes solche f bestimmt eine Perspektivitit (mit
von f abhdingigem Zentrum,).

2. P(V1) und P(V3) seien echte Unterrdume eines projektiven Raumes P(W); es gelte des
weiteren dim Vy = dim Vy > 2. Ist dann v : P(V1) — P(Va) eine Kollineation, die alle
Punkte in P(V1) N P(Va) festlaf$t und gilt dariber hinaus dim,((P(Vi)NP(Va)) > 1, so

st v eine Perspektivitit.

Y das ist gewiB der Fall, wenn G abelsch (kommutativ) ist



