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Vorbemerkung
verweist auf das Skript zur Vorlesung Analysis 1 - Wintersemester 2002,/03.

Zu §§1-5 empfehle ich besonders das Buch von Dieudonné, zu §§6,7 Forsters Analysis 3 sowie Brickers
Analysis 2, zu den gewthnlichen Differentialgleichungen Forsters Analysis 2. Dariiberhinaus méchte
ich auch weiterhin auf die iibrigen in genannten Monographien hinweisen.

1. Normierte Raume, Banachraume

V sei ein R-Vektorraum von nicht notwendig endlicher Dimension. V' heiftt normiert, falls es
eine Funktion || | : V — R gibt, die folgendes erfiillt:

[v]|[>0(MveV), [[v|=0<=v=0
[ Av=[A[[[v] (VAER, YveV)
[vrt+va | <ot [+ o2 || (Vor,02€V).
Eine solche Funktion heiftt Norm.

BEMERKUNG 1. d(vi,v2) =|| v1 — v2 || ist die zur Norm || || gehorige Distanzfunktion. Sie
ist translationsinvariant und geniigt den iiblichen Distanzregeln.

BEMERKUNG 2. Der normierte R-Raum V.|| || trégt eine natiirliche Topologie. In V' sind
namlich die offenen Teilmengen diejenigen O C V, fiir die entweder

O = () oder

O mit jedem Punkt v € O eine geeignete ganze Umgebung

def

Us(v) ={v1 eV :|Jv—uv | < ¢}

enthilt

(vgl. , S. 8 ). Wie immer ist ¢ dabei eine positive reelle Zahl, i.e. 6 € Rsg. Analog zum
Fall [R=V,| |[=] ] konnen wir daher von Konvergenz von Folgen in V' und auch von
Cauchyfolgen aus V sprechen.

DEFINITION. Der normierte R-Raum B heifit Banachraum, wenn er vollstindig ist, in thm
also jede Cauchyfolge konvergiert.



Beispiele :

1) B=R", || (a1,...,an)t || L ax 1<i<n|ay| ist ein Banachraum !;
V=A{f:]a,0] = R, fstetig} mit | f |= ff | f(x)|dz ist ein normierter, nichtvollstan-
diger R-Raum.

2) Fiir normierte R-Réume V, W definiere C(V,W)={ f:V — W, f stetig und linear} .
Dabei heiftt f stetig, wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge von W offen in V ist.
Gilt dimV , dim W < oo, so ist eine lineare Abbildung f automatisch stetig.

C(V,W) ist ein R-Raum mit Norm || f |[[= supy <1 [| f(v) [| . Ist W komplett (also
ein Banachraum), so auch C(V, W).

Beobachtungen :
(1) Die Abbildungen
VXV =V, (v,v)—v+v; RxV =V, (\v)— v

sind gleichméfig stetig beziechungsweise stetig, wenn V' ein normierter R-Raum ist. Also:

Ve € R-o 3}5 € R-o mit [H v — U1 H< o0& H Vg — Vg H< 5~:>H ’U1+7)2—<’l~)1+?~)2) H< 8],
bzw. A=A <d=0(e,\,v) & ||v—0[[<d = dv— AV |[<e.

(2) Die in ab S. 7 beschriebenen Eigenschaften fiir R mit Bezug auf Haufungspunkte,
Folgen und Reihen gelten m.m. fiir jeden Banachraum B. So heifst etwa eine Reihe > vy,
absolut konvergent, falls >~ || v, || konvergiert, und eine Menge M C B beschrinkt, falls
| m ||< 7 fiir alle m € M und ein v € R gilt 2.

(3) f:Vix...xV, — W sei eine multilineare Abbildung (d.h. R-linear in jedem Argument);
Vi, ..., Vu, W sind hier normierte R-Rdume. Dann ist f stetig, genau wenn ein o € Ry,
mit

I f(orssom) | < affor || flon |

fiir alle v; € V; existiert. Insbesondere,

ist f : By — Bs eine lineare, stetige Abbildung zwischen Banachraumen Bj, Ba, so

gilt fiir die Reihe )" v, mit v, € By :

>~ vy, (absolut) konvergent = " f(vy,) (absolut) konvergent und - f(vy) = f(3° vn).
(4) Auf dem R-Vektorraum V seien zwei Normen || |1, || |2 gegeben. Diese heiken dquivalent,

wenn sie dieselbe Topologie auf V' erzeugen, d.h. “|| ||;-offen = || ||2-offen”. Gleichbedeu-
tend ist:

Ja,feRs  afvi<fvlz< Bllvli (VoeV).

Tch bevorzuge Spaltenvektoren — wegen des einheitlicheren Schriftbildes schreibe ich sie aber als transpo-
nierte Zeilenvektoren.

?Beachte aber, daf Aussagen hinsichtlich von Grofenvergleichen, wie z.B. sup und inf, in B kein Aquivalent
haben. Insbesondere lassen sich Aussagen wie [M C R, M beschrinkt = 3o < f € R mit M C [o, §]] nicht
unbedingt verallgemeinern, wenn dimg B = co. Vor jeder Verallgemeinerung eines Satzes aus der eindimen-
sionalen reellen Analysis auf V i{iberpriife man deshalb, ob Anordnungseigenschaften von R in den Beweis
eingingen.



(5) Ist V normiert mit endlicher R-Basis ey, ..., ey, so ist die natiirliche Abbildung
R® =V, (a1,...,0n) = 3" | aje; ein bistetiger Isomorphismus *. Insbesondere ist V'
komplett.

(6) Ist V normiert und lokal-kompakt, so ist dimg V < oo (Satz von Riesz).

Lokal-kEompakt heifst: jedes v € V besitzt eine kompakte Umgebung U, also eine kompak-
te Teilmenge von V mit U D Us(v) fiir ein geeignetes 0 € R~¢. Hierbei bedeutet kompakt,
daf jede Uberdeckung von U durch offene Mengen in V eine endliche Teiliiberdeckung
enthalt (vgl. , S. 8). Zwei Beobachtungen dazu: stetige Bilder von Kompakta sind
kompakt, kompakt impliziert abgeschlossen und beschrinkt.

2. Ableitungen

By, By seien R-Banachriume; O C By sei offen und f, g : O — By Abbildungen. Diese heifsen
tangential bei xg € O, falls

Jim I f@) —g@) || _
IR e N

Bei festem f kann es hochstens ein solches g der Form g(x) = f(x0) + ¢(z — z9) mit einer
linearen Abbildung ¢ : By — By geben.

DEFINITION. f : O — Bs heifit differenzierbar bei xog € O, falls es eine lineare Abbildung
¢ : By — By gibt, so daff g(x) = f(xo)+p(z—x0) tangential zu f bei xq ist. Schreibweise:
@ = f'(xo).

Beobachtungen :

(D1) Ist f stetig und differenzierbar bei zg, so ist f’(x¢) eine stetige, lineare Abbildung (also
S C(Bl, BQ)).

BEMERKUNG. Haben B; und Bs endliche Dimension, so ist beidesmal stetig eine Kon-
sequenz (ndmlich aus differenzierbar bzw. linear).

(D2) Konstante Funktionen f sind differenzierbar und f’(z) = 0.
(D3) Stetige, lineare Abbildungen f sind differenzierbar und f'(x) = f.

(D4) By, By, B seien drei Banachrdume und f : By x By — B stetig und bilinear; setze
f(z1,22) = (x1,x2). Es gilt: f ist iiberall differenzierbar und hat die Ableitung (s,t) —
(x1,t) + (s,z2) im Punkt (x1,z2).

(D5) Kettenregel: h'(xo) = ¢'(yo)f'(x0). Hier sind f: O1 — By (O offene Umgebung von
xo in By) und ¢ : Oy — B3 (O2 offene Umgebung von f(xg) in Bg) stetig auf O
bzw. Oz, und f ist differenzierbar in xg, g in f(xo). Dann ist h = g o f differenzierbar
in zg und es gilt obige Formel.

(D6) Es seien f und g bei z¢ differenzierbare Funktionen von B; nach By; A € R. Dann ist
auch A\f + g bei zq differenzierbar und

(Af +9) (w0) = Af'(w0) + ¢ (o) -

3Eine umkehrbar eindeutige Abbildung f heift bistetig, falls f und f~! stetig sind.




(D7) f:O1 — Oy sei eine umkehrbar eindeutige, bistetige Abbildung der offenen Teilmenge
01 C Bj auf die offene Teilmenge Oy C Bjy. Des weiteren sei f differenzierbar in
zo € O1 und f’(x¢) umkehrbar eindeutig und bistetig. Dann ist g = f~! differenzierbar

bei yo = f(x0) und g'(y0) = (f'(z0) ™"

DEFINITION. Das Intervall [v1,va] zwischen den Punkten vi,ve des normierten R-Raumes V
ist die Menge {v1 + ((vea —v1):0< (¢ <1}.

MITTELWERTSATZ. Die offene Menge O im Banachraum By enthalte das Intervall [xo, xo+1]
und f sei eine stetige Abbildung O — By mit Werten im Banachraum Bs. Dann gilt

I f(zo+1t) = flwo) | < [ t]l sup || f'(xo+Ct) ],
0<¢<1

falls f differenzierbar auf [xo,z0 + t] ist.

Folgerungen (Bj, Bs sind stets R-Banachraume; O C By ist offen) :

a) O sei zusammenhéngend, d.h. A = () oder = O fiir jede offen und zugleich abgeschlossene
Teilmenge A € O %. Ist f : O — By stetig mit verschwindender Ableitung, so ist f
konstant.

b) fn : O — Bj sei eine Folge differenzierbarer Abbildungen auf der offenen, zusammen-
héngenden Menge O C By mit

Jzg € O mit (fn(20))nen konvergiert in Bo
VzeO3deRsy : Us(x) C Ound f)(x) konvergiert gleichméfig in Us(x).

Dann konvergiert f, gleichméRig in Us(x) fir jedes z € O und die Grenzfunktion hat
die Ableitung lim f/ ().

3. Integrale, Stammfunktionen

In diesem Paragraphen beschrinken wir uns auf Funktionen f : [a,b] — B, wo [a, b] ein reelles
Intervall und B ein Banachraum ist.

F : [a,b] — B heift Stammfunktion von f, falls F' stetig, differenzierbar und F'(z) = f(z)
ist. Beachte: F'(z) € C(R, B) = B fiir jedes x; also ist auch F’ eine Abbildung [a,b] — B.

Der Mittelwertsatz impliziert, dafs zwei Stammfunktionen von f sich nur um eine Konstante
unterscheiden. Recht analog zu , S. 23, 24, zeigt man, dafs stetige Funktionen f Stamm-
funktionen besitzen, ndmlich [ f(z)dz. Des weiteren:

. ff fle(®)' (t)dt = f: f(z)dz, falls f stetig und ¢ eine streng monotone, differenzier-
bare reellwertige Funktion [o, 3] — [a, b] ist.

‘Erinnerung: A C O heift offen (abgeschlossen) in O, falls A = O NU mit einer offenen (bzw. abgeschlos-
senen) Menge U C O gilt.
(0,1) ist zusammenh#ngend in R



o Jof-g dr=(f() g(b) ~ f(a) 9(a) = [; f'- gdu
Hier sind f und g stetige und differenzierbare Funktionen [a,b] — By, [a,b] — Ba, und
(b1,b2) — by - by ist eine stetige bilineare Funktion By x By — B.

o f;’ o(f(x) f f(z)dz), falls f : [a,b] — B stetig und ¢ : B — B stetig und linear
ist.

o | [ f@)dz || < 7] f(2) | de < (b—a)supsepay || £(2)

o fn(z) konvergiere gleichmébig gegen f auf [a, b]. Dann gilt: lim f; fr(z)de = ff f(z)dx
Entsprechend: f Yoo folz)de =300, ff fn(x)dz, falls Y f,(z) gleichmékig konver-
giert.

4. Partielle Ableitungen

Gegeben ist die auf O C B differenzierbare Abbildung O LB (O offen; B und B Banachriiu-
me). B sei seinerseits das Produkt B = By x B von zwei Banachriumen. Jedes (b1, b2) € O
liefert Abbildungen

x1 = f(x1,b2) , 22— f(b1,22)

von offenen Teilmengen O C By bzw. Oy C By nach B (die O; sind die jeweiligen Projektionen
von O in B;).

DEFINITION. Ist (b1, bs) worgegeben, so heifit f bei (b1, be) differenzierbar nach der ersten
[zweiten] Variablen, falls x1 — f(x1,b2) [x2 — f(b1,22)] diﬁerenzzerbar bei 1 =
by [ze = b1] ist. Die zugehorigen Ableitungen werden mit %(bl,bg) [6932 (b1,b2)] be-
zeichnet.

SATZ. f sei stetig auf O. Dann gilt: | stetig differenzierbar auf O <= aaafcl und 3‘% existieren
tberall und sind stetig. In diesem Fall ist

0 0
7‘}0(961,962) t1+7f(961,562) ta, (t1,t2) €O .

fl(@1,22) - (t1, 1) = R Dg

Beispiele: 1. B = R" = R x ... X R. Dann ist die Ableitung f'((x1,...,2,)") die 1 x

n-Zeile ( o7 ((xl,...,:cn)t))1<.< . Ist noch B = R™, so kénnen wir f = (f1,..., fm)" mit
<i<n

Skalarfunktionen f; : R™ — R schreiben. Jetzt ist f genau dann stetig differenzierbar, falls
jedes f; stetig differenzierbar ist; ein f; wiederum ist genau dann stetig differenzierbar, wenn

die partiellen Ableitungen afl existieren und stetig sind °. Es gilt: f' = (afz )ij - Die

Matrix (gg;) heifit die Jacobische (Matrix) zu f. Die Jacobischen Matrizen verhalten sich

fiir zusammengesetzte stetig differenzierbare Abbildungen R™ — R™ — R* multiplikativ.

Fir B = R",B = R lies die Gleichnug f'(z0)(&1,.-,&)" = (2L (w0), .-, g (w0)) (&1, n)" =
€n41 € R als die Gleichung einer Hyperebene im R™™! (vorausgesetzt ist, daR f'(xo) # 0). Wird die in
den Punkkt (xo, f(z0))" verschoben, so entsteht die Tangentialebene an die Fliche {(z, f(z))'} € R"™ im
Punkt (o, f(x0))". Man vergegenwirtige sich dies anschaulich fiir n = 1,2,

5Ist O C R™ offen, T e O und f : O — R eine stetig differenzierbare Funktion, so heift der Zeilenvektor

grad f(z) = (6‘%, cee a ) der Gradient von f in z. Oft verwendet man auch den Operator Nabla V =
(%, ey %), also V f = grad f. — In dem Zusammenhang vergleiche Aufgabe 12.

5



2. f :[a,b] x O — B sei stetig mit stetiger partieller Ableitung é;% (O ist offen in B; B, B

sind reelle Banachrdume). Dann ist (2a.) g(x) = f(f f(t, z)dt stetig differenzierbar auf O und
(2b.) (2) = J? 2L (t,2)dt .

a Oz

Ist (mit nun schon gewohnter Bezeichnung) f : O — B stetig differenzierbar, so ist [/ : O —
C(B, B) eine Abbildung zwischen Riumen wie gezeigt. Falls f’ differenzierbar bei g € O ist,
so heifit f zweimal differenzierbar bei zo; Schreibweise: f” (o). Dieses f” () ist ein Element
in C(B,C(B,B)) = C(B x B, B). Die letzte Gleichheit resultiert aus der Identifikation

C(B,C(B,B)) € 1) — [(s,t) — 9(s)(t)], s,t € B.
Statt ¥(s)(t) schreiben wir auch ¥ (s,t).

SATZ. Ist f zweimal differenzierbar bei xg, so gilt

bei festem t € By ist die Ableitung von x — f'(x) -t bei xo die Funktion s —

f"(xo) - (5,1)

die bilineare Abbildung (s,t) — f"(xo) - (s,t) ist symmetrisch, i.e. f"(xo) - (s,t) =
g (s,t) — f"(z0o) - (s, y s e f'(zo) - (s,

f" (o) - (¢, )

2 2 2
85_8];]_ = 825;_ und f"(xo) - (s,t) = X %(I‘U)Sit]’, falls B = R™ und s,t
‘ ‘ 1<ij<n

die Koordinaten s; bzw. t; haben.

Im Fall B; = R", Bs = R heift die symmetrische Matrix ((%La];j(wo)) _ . die Hessesche Matrix
i i,j

von f bei xzg. Wir schlieken gleich die folgende Beobachtung an. Sei also f:O0—R, O offen
in R", zweimal stetig differenzierbar bei xg. Der Punkt xg € O heifst ein lokales Extremum
(Maximum bzw. Minimum) von f auf O, wenn f(zg) > f(z) bzw. f(xg) < f(z) fiir alle
x € Ug(x0) C O mit geeignetem ¢ € R-q gilt.

SATZ. a) Ist xo lokales Extremum, so ist 6%(:1:0) =0, 1<i<n.

b) Gilt ES%(SUO) =0, 1 <i<mn, soistxy ein lokales Mazimum (Minimum), wenn
die Hessesche Matrixz von f bei xo negativ (positiv) definit ist. Ist sie indefinit, so
liegt bei xqg kein lokales Extremum von f wvor.

Erinnerung: Fine symmetrische Matrix S € R,x, definiert eine quadratische Form durch
(z,y) — 2!Sy, x,y € R™. Sie heikt positiv (negativ) definit, falls (x,z) > 0 (< 0) fiir alle
x # 0 richtig ist, und indefinit, falls es x,y mit (z,2) < 0 und (y,y) > 0 gibt ”.

Zu mehrfach stetig differenzierbaren Funktionen findet man, entsprechend , S. 21/22, eine
Taylorreihenentwicklung :

SATZ. f:O — B sei k-mal stetig differenzierbar. Fiir ein Intervall [z,x 4+ b] C O gilt dann

1 1
fla+1) = f@) + f'(x) 4 5 f (@) 4P+t o 1),f(’“‘”(:ﬂ) k=
La-9F!' (k)
"Die zu f”' (o) beziiglich einer Basis e1, . . . , e, von R™ gehorige symmetrische Matrix A = (" (z0)(ei, e;))i;

wirkt auf die Spaltenvektoren z, y mit Koordinaten &; bzw. n; gemiR f”(xo)(z,y) = (€1,..., &) A, ... 1n0)"



hier ist ) = (t,...,t) € B x --- x B (i Faktoren). Die multilinearen Abbildungen
f@(z) € CY(By, Bs) sind symmetrisch und es gilt fiir vorgegebenes ¢ und hinreichend
kleine || t || die Abschitzung

FEEUEDY

9| <ellt]* .

f9 ()
|

k
i—0 1.

5. Implizite Funktionen

SaTz. Us(zg) C B werde von f : Us(xg) — B so abgebildet, daff stets

I f(21) = fz2) [< K|l 21 — 22 |

mit einer Konstanten 0 < k < 1 gilt. Falls || f(zo) —zo ||[< 0(1 — k), existiert genau ein
Fizpunkt z = f(z) von f.

Vgl. , S. 20. B ist hier natiirlich wieder ein Banachraum.

Anwendungen:

(1)

(2)

f:Us(0) — B erfiille || f(z1) — f(z2) ||< k|| z1 — 22 || mit 0 < k < 1. Gilt || £(0) ||<
d(1 — k), so existiert eine offene Umgebung U C Us(0) von 0, so dak g(z) = z — f(z)
eine eineindeutige bistetige Abbildung von U auf eine offene Umgebung von 0 ist.

f: O — B sei stetig differenzierbar (O offen in By X By; B1, Ba, B Banachriume). Der
Punkt (x0,y0) € O erfiille

f(xo,y0) =0, %(azo,yo) : By — B sei ein linearer bistetiger Isomorphismus.

Dann ezistiert eine offene Umgebung Uy von xg mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder zusammenhdngenden offenen Umgebung U C Uy wvon xg gibt es genau eine
stetige Abbildung w : U — By mit u(zg) = yo , (z,u(x)) € O, f(x,u(z)) = 0 fir
x € U. Des weiteren ist u stetig differenzierbar auf U und

W (@) =~ @ ue) 2 i)

Das ist der sogenannte Satz diber implizite Funktionen. Im Falle B; = R™, By = B = R" liest
er sich so:

fi seien n skalare, stetig differenzierbare Funktionen auf einer Umgebung U X V wvon
(al,...,am,bl,...,bn) € R™ X R" mit

fi(a17-~~7amab17---7bn):0
gg{;(al,...,am,bl,...,bn)‘ £0

(dabei lauft j, gemafs des Produktzerlegung R™ x R™, von 1 bis n). Dann ezistiert eine
Umgebung Uy € U von (ay,...,an) mit folgender Eigenschaft:

Fir jede zusammenhdingende offene Umgebung Uy C Uy von (ay,...,am) gibt es genau
ein System g; (1 < i < n) vonn stetigen Skalarfunktionen auf Uy mit g;(a1,...,amn) = b;
und fi(x1, .. Tm,91(1, oy Tm),y o, 1 (T, o, X)) = 0 fiir (x1,.. ., 2y) € Uy. Diese

g; sind stetig differenzierbar auf Uy und ihre Jacobische Matriz ist = —B~'A, wobei A
[bzw. B] aus (fir) [aus (fij)] durch Ersetzung von y; durch gi(z1,...,xy) entsteht. -
Hier bezeichnet fir, [fij] die partielle Ableitung von f; nach xy [y;].



6. Das Riemann Integral
f sei eine stetige reellwertige Funktion, definiert auf dem Quader
K, =a1,b1] X ... X [ap,by] CRX ... xR=R".

Nach §4 ist ffll f(z1, ..., x,)dzy eine stetige Funktion auf K, 1 = [a2,b2] X ... X [an,by] C
R

DEFINITION.  [i  f(x)dz = ff:(f;’ll flz1,...,xp)dzy) ... dzy,.

Wir schreiben C.(R") fiir den normierten R-Vektorraum 8

{f:R" =R, f stetig, supp f def {z € R", f(x) # 0} ist kompakt} .

In ihm ist die Norm durch || f ||= sup{|f(z)| : = € R"} erkldrt. Das Supremum existiert, weil f
auferhalb eines Kompaktums verschwindet. Die Konvergenz von Cauchy-Foplgen f € C.(R")
ist nur gesichert, wenn alle fi ihren Triger in einem gemeinsamen Kompaktum haben.

Fir f € C.(R") setze
an f(x)dac = /]R” f(xl) s 7xn)d$1 o d.fl?n = /Kn f(x)dx )

falls K, ein Quader mit f(x) =0 fiir x ¢ K, ist. Da supp f beschrinkt ist, existieren solche
K,; [ f(z)dz ist unabhéngig von der speziellen Wahl von K,,. Ist O € R" eine offene Menge
und f : O — R stetig mit kompaktem Tréger (i.e. f # 0 nur in K C O, K C R" kompakt),
so setzen wir f(x) = 0 fiir x ¢ O, damit f € C.(R"), und [, f(z)dx = [pn f(z)dx.

, S. 12, impliziert, dak f(x) — [pn f(2)dx eine Linearform auf C.(R") ist, die zudem

monoton, i.e.,

f@) S ga) (aer) = [ f@ye< [ g,

und translationsinvariant, i.e.,

. flz+a)dx = - f(z)dz (Ya €R"),
ist.
SATZ. Jede solche Linearform auf C.(R™) ist von der Gestalt

f(z) — A | f(x)dr mit einem X € R>q .
Rn

Der Beweis des Satzes beruht auf der Moglichkeit, ein f € C.(R™) durch besonders einfache
Funktionen approximieren zu konnen.

FOLGERUNG. Mit A € GLy(R) gilt [on f(x)dx = [Gn f(Ax) | det A | dz.

Man bemerke, daf obige Aussage eine Integrationssubstitution betrifft. Die allgemeine Sub-
stitutionsregel ist diese:

8supp f heift der Triger von f. {...} bedeutet den topologischen Abschluff der Menge {...}.



01 und Oy seien offene Teilmengen des R™ und ¢ eine umkehrbar eindeutige, stetig
differenzierbare Abbildung von O1 auf Og, so daf auch o~ stetig differenzierbar ist.
Fiir f € Co(R™), f =0 auferhalb Oy °, gilt

Flp(t) | det /(1) | dt = / fa)de .
O, 04

Sie resultiert aus einer geschickten Approximation von ¢ durch affine Abbildungen R" EN
(also g(x) = a + go(x) mit festem a € R™ und go : R™ — R" linear).

Wir notieren noch eine (schwache) Verallgemeinerung der eindimensionalen partiellen Inte-
gration fiir das Riemann Integral:

0 0
aig(m)d:p =— / f(ac)ai dx

fiir 1 <4 < n und stetig partiell differenzierbare Funktionen f,g € C.(R™). Denn h = fg
ist stetig differenzierbar in z; und = 0 auRerhalb eines Intervalls [—c, ], also [p h'dx; =
BEMERKUNG. Mit f,g € C.(R") ist auch fg € C.(R"™), (fg)(z) = f(z) - g(x).

7. Das Lebesgue Integral

C:(R?) und C.(R™) bezeichnen die Mengen der Grenzwerte von monoton steigenden, bzw.
fallenden, Funktionen aus C.(R"); dies sind damit Funktionen, deren Werte in R U oo, bzw.
RU—00, liegen. C.(R™) und C.(R"™) sind abgeschlossen beziiglich 4+ und skalarer Multiplikation

aus RZO'

SATZ. f € Co(R") <= f : R" — R U oo ist halbstetig von unten und > 0 auflerhalb einer
kompakten Menge.

f heifst dabei halbstetig von unten bei z € R™, falls
V reelle a < f(x) 3 Us(z) mit f(y) > a (Vy € Us(x)) .

Analoges kann fiir C.(R"™) formuliert werden. Es folgt

Co(R™) N Cu(R™) = CL(R")

DEFINITION. Fir f € C.(R?), f=1lim f, (f, € Cc(R")), setze [pn f(2)dz = lim [p. f,(x)dx
(ERU) .

Wegen der Monotonieeigenschaft des Riemann Integrals existiert der Grenzwert. Sollte f sogar
in C.(R™) liegen, stimmt das neue Integral mit dem Riemann Integral von f iiberein. Dies ist
eine Folge des Satzes von Dini

Ist f, eine monoton wachsende Folge stetiger, reellwertiger Funktionen auf einem Kom-
paktum K C R"™ mit stetiger Grenzfunktion f, so ist die Konvergenz f, — f gleichmdfig
auf K.

“Diese Voraussetzng ist zugegebenermafen unschén. Wir wollen hier aber die Diskussion des Integralbe-
griffs fiir Funktionen R™ — R noch nicht mit der recht subtilen Frage nach zuléssigen Integrationsbereichen
verkniipfen. 9



Entsprechend wird [g. f(z)dz fur f € C.(R™) definiert.

Beobachtung: Das Integral auf C.(R") ist linear und monoton.

SATZ [Fubini]. Sei f € C.(R**™). Dann gehort die Funktion

(X1, yxn) = f(T1y ooy Ty Tt 1y - -+ s Trbm)
zu Co(R™) und ihr Integral, als Funktion von Tpy1,...,ZTntm, 2u Co(R™). Es gilt
/ (/ fdxy...dxy)dxnsq ... depem = . fdx .
m n R"L m

Analog fiir C.(R").

Beispiele

1, ze K

0, 2¢ K 19 zu C.(R"). Das Integral

1. Ist K kompakt in R", so gehort xx(z) = {

Vi Jgn XK (2)dz heift das Volumen von K. Fubinis Satz impliziert

Vi = Vi, - Vi,, wenn K = K; X K3 mit kompakten Mengen K; C R"™ und
Ko CR™.

2. Ist g(z) = ¢+ go(x) eine affine Abbildung R” — R™ und K wieder kompakt in R", so
gilt V;J(K) =| det go | V.

DEFINITION. Gegeben sei eine Funktion f: R" — RU {Zo0}.
Setze

[rde=int [ p@rt, o T L 021,

R™

/ f@)dz =sup [ p@)de , g€ Cu(RY) , o< f .

R?’L

Beobachtungen :
o [f=]f=[]fiir feCc(R")UC(R")
o [fdx=—[(—f)dx
o /<[

e <= [fH<[f

o [Afdx = \[fdz, falls A € R>g

. ioff,,dx > | i_'fo fodo, falls f > 0.

10y i heiRt die charakteristische Funktion von K
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Wir nennen f Lebesgue integriebar, falls

[ @iz = [ iz £ 400

und bezeichnen die Menge aller dieser f mit L} (R™). Hierin ist Lq(R") der Unterraum aller f
mit £oo ¢ Bild f. Beides sind R-Vektorrdume. Li(R™) geniigt den Figenschaften

fr9 € Li(R") = |f|,sup(f, 9), inf(f, g) € L1 (R")

fg € Li(R™), falls f,g € L1(R"™) und g beschrinkt ist

|fIP € Li(R™), falls f € L1(R™) und beschrankt ist; p ist beliebig reell > 1 .
Das Lebesgue Integral ist eine monotone Linearform auf L;(R"™). Des weiteren gilt:

Fir f1 € Li(R™), fo € L1(R™) gehort die Funktion
R" X R™ > (z,y) = fi(z)f2(y)

zu Ly(R™™) und es gilt  [gnim f1(x) f2(y)dady = [zn fi(z)dz - [om fo(y)dy .

All dies resultiert aus folgender Beobachtung. Auf dem Raum aller Funktionen f : R” —
R U {£o0} liefert

17 1h=[If@lds € RUc

eine Fastnorm:

IAf = f s gl < fli+lglh -
L} (R™) entsteht nun aus C.(R™) durch “Abschliefung beziiglich der || ||1-Topologie”, genauer:

f Lebesgue integrierbar <= Ve > 0 3g. € C.(R"): || f — gc 1< e.

Konvergiert in diesem Sinne die Folge g, € C.(R") gegen f, soist [zn f(2)dz = lim [;. g, (z)dx.
DEFINITION. M C R"™ heifit mefbar, falls xar € L1(R™).

Beobachtungen :

1) Durchschnitt, Vereinigung, Differenz zweier mefsbarer Mengen sind mefbar; beschriankte
offene oder abgeschlossene Menge sind mefsbar.

2) Wir erkldren [, f(z)dz fiir f € L1(R™) und meRbares M durch [pn f(z)xm(x)dz.

3) Nullmengen N sind mefbare Mengen mit [p. xndz = 0. Die Vereinigung abzéhlbar
vieler Nullmengen ist eine Nullmenge ''. Hyperebenen sind Nullmengen.

4) f = g .. heikt, dak die Funktionen f, g : R" — RU {+oo} fast {iberall gleich sind, und
das wiederum, daf {z € R": f(z) # g(x)} eine Nullmenge ist.

Esgilt: f e Li(R"), f=gfi. = g€ Li(R")& [pn fdz = [z gdx.

5) Ist f € Li(R™), so ist {z : f(x) = £oo} eine Nullmenge.

1@ ist eine Nullmenge in R

11



SATZ.

a) O1 und Oy seien offene Teilmengen des R™ und ¢ eine umkehrbar eindeutige, stetig
differenzierbare Abbildung von O1 auf Oo, so daff auch @~ ' stetig differenzierbar ist.
Dann ist f : O1 — R genau dann iiber O1 Lebesgue integrierbar, wenn (f o ¢)|det ¢/|
iber O2 Lebesgue integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

| reoldess it = [ fs.
O, O

2

b) [Fubini] Zu f € L1(R™ x R™) existiert eine Nullmenge N C R™ mit

yEN = o= [l e LE®) & [ faydedy = [ ([ S ydady.
¢) [B. Levi] Ist f, € L1(R") eine monoton wachsende Folge mit [5n f,(x)dz < o0, so
gehort f =1lim f, zu L} (R™) und [n f(z)dz = lim [, fo(x)dx.

d) [Lebesgue| f, € Li(R™) konvergiere fast tiberall gegen f : R™ — R und es sei |f,| < g
fiir alle v und eine Funktion g : R"™ — R U oo mit endlicher Fastnorm || g ||1. Dann ist

[ integrierbar und [g. f(x)dz = lim [p. fo(x)dz.
Bemerkungen :

1. Die Eigenschaften ¢) und d) des Lebesgue-Integrals werden zum Beweis von a) beno-
tigt, dazu aufserdem noch die Substitutionsregel auf Seite 9 fiir stetige Funktionen. Die
Eigenschaften a) und b) sowie das sogenannte Cavalierische Prinzip (vgl. auch Aufgabe
17), namlich

ist K C R" kompakt und wird, fiir t € R, K; = {(z1,---,2,_1) € R*} :
(1, ,Tpn-1,t) € K} gesetzt, so gilt vol(K) = [, vol(Ky)dt,

sind die wichtigsten Hilfsmittel bei Integralberechnungen. Mehr dazu wird in der Vor-
lesung Analysis 3 vorgestellt.

2. Im Beweis von a) geht auch dies ein.

Ist f, € L1(R™) eine Cauchyfolge im Sinne von || |1, i.e. zu € > 0 existiert
N e Nmit [v,u > N =>|| f, — fu |[1< €], so existieren eine Teilfolge f; und
eine Nullmenge N C R™ mit: f; konvergiert punktweise gegen ein f € Lj(R™)
fir x € R\ N, m.a.W.: limy_, fx(x) = f(x) fiir £ € R" \ N. Des weiteren:
limg oo || fi — f [1=0.

Daraus resultiert folgende Beobachtung. Setze L;(R™) = L1 (R")/M mit dem Teilvek-

torraum N = {f € Ly(R") : f = 0 f.i.}. Dann wird Ly (R") iiber || f HldéfH f I, mit
f mod 9 = f, ein normierter Raum und ist also, nach obigem, sogar ein Banachraum.

8. Gewohnliche Differentialgleichungen

Systeme von Differentialgleichungen, die in diesem Paragraphen behandelt werden, sind so-
genannte Systeme von m Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Solchen liegen eine stetige
Funktion

f:O0—=R" mit O CRx (R™)"

12



und eine n-mal differenzierbare Funktion
y: I —=R™, x (yi(z),...,ym(x)) € R™, I ein Intervall in R

zugrunde, so dafs
(@,y(@), ¢/ (@),...,y" V(@) € O fiirz e T

und die Differentialgleichung

y™ (z) = flz,y(2), ¥ (x),...,y" V()
in I erfillt ist.

Ist m = 1 (und in aller Regel wollen wir uns darauf der Ubersichtlichkeit halber beschrin-
ken), so sprechen wir von einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. Indem wir aus ihr die
Koordinatenfunktionen

def def

y(x), yi(x) = yo(x), ... yn_1(z) = def

def
é = f(x7y07"‘7yn—1)

Yo(z) 9;72(33)7 y;hl(l“)

ableiten, erhalten wir ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung: Solche sind be-
schrieben durch eine Funktion f: O — R™ mit O C R x R™ sowie durch eine differenzierbare

Funktion g : I — R"™, so daf (x,y(z)) € O fir x € I und ¢'(x) = f(z,9) gilt. Ist noch n =1,
so sprechen wir einfach von einer Differentialgleichung 1. Ordnung.

Zuriick zu obiger Differentialgleichung n-ter Ordnung. Hier wird also

f(@,9) = (@), y2(2), -, f(@o, 9o, - - -, yn—1)) und F(z) = (yo(x), - -, yn-1(x)).

BEMERKUNG. Im allgemeinen Fall m > 1 kommen wir so auf ein System von nm Differenti-
algleichungen 1. Ordnung.

Wir iiberzeugen uns als erstes davon, dafs wenn immer wir die Lésungen des einen Systems
kennen, wir auch die des anderen haben. Lost ndmlich y = y(z) unsere Differentialgleichung
n-ter Ordnung, so 16st (y(z), v/ (z),...,y" Y (x)) das obige System von n Differentialglei-
chungen 1. Ordnung; umgekehrt, ist y(z) = (yo(z),...,yn—1(x)) eine Losung des letzteren
Systems, so ist yo(z) eine der urspriinglichen Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Wann ist nun ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung losbar, und wieviele Lo-
sungen gibt es?

EINDEUTIGKEITSSATZ

FEine beziiglich der Variablen y1, ..., y, partiell stetig differenzierbare Funktion ' f ge-
niigt lokal einer Lipschitzbedingung auf O. Ist x¢ € I vorgegeben, so gibt es hochstens
eine Losung y = y(x) der Differentialgleichung v'(x) = f(x,y) mit vorgegebenem Wert

y(wo).

EXISTENZSATZ

Ist zudem O offen, so existiert zu jedem (xo,yo) € O ein p € Rso und eine Losung y(x)
auf [z — p, wo + p] mit y(xo) = yo.

12Wir verzichten ab sofort auf die Schlange iiber f,y und O, so daf also f = f(x1,%1,...,yn) eine Funktion
von O C R x R™ mit Werten im R™ ist und y : I — R" die Differentialgleichung v'(z) = f(z,y) erfiillt.
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Die lokale Lipschitzbedingung auf O fordert von f die Erfiillung einer Ungleichung

| f(z1) — flzy2) | < ellyr — 2 |

fir alle (z,y1), (z,y2) € Us(a,b) N O an jedem Punkt (a,b) € O. Dabei ist § > 0 geeignet und
hiangt wie die Konstante ¢ € Rso vom Punkt (a,b) ab.

Der Beweis des Existenzsatzes verwendet das Picard-Lindelofsche Iterationsverfahren

g1 () < yo +/f(t,gu(t))dt ; 9o(%) = Yo ;

To
dies ist eine Funktionenfolge, die zufolge der Lipschitzbedingung auf einem gewissen Intervall
[xo — p,xo + p] C I gegen eine Losung y(x) konvergiert.
Beispiel:
y=2zy (I=R,n=1, 0=RxR, f(z,y) =2xy)
Die Lipschitzbedingung |[2zy; — 2zya| = 2|z| |y1 — yo| ist fir (x,y;) € Us(xo,yo) mit

¢ = 2(|zo| + 9) erfiillt. Unsere Anfangsbedingung y(xzo) = yo habe g = 0 und ein
beliebiges yo. Wir setzen an

gz/+1(m) =1yo+ 2/t gu(t)dt 5 gO(I) =1%o -
0

2v 2

Es folgt gu(ﬂf):yo(1+$2+§+...+m—) — yoe® .

v!

Es bereitet keine Schwierigkeit, die obigen Sétze in entsprechende Aussagen fiir Systeme von
Differentialgleichungen n-ter Ordnung zu iibersetzen.

9. Spezielle Differentialgleichungen
9a. Die Differentialgleichung 1. Ordnung y'(z) = f(x)g(y) (getrennte Variable)

Vorausgesetzt ist, daf sowohl f als auch g stetige reellwertige, auf offenen Intervallen Iy bzw.
I, definierte Funktionen sind, und daf g # 0 auf I, ist. Zu einem festen (zo,y0) € If x I,

bilde
v dr

Fa) = [ (o, ) = / ol

Dann gilt G(y(z)) = F(z) fir alle x aus einem geeigneten Intervall um xg.
Beispiele:
a) f(x) =1, also y/'(z) = g(y). Mithin: F(x) =z (z¢ sei = 0), G(y(z)) :yy % = z.
0
Beachte nun, daf nach Voraussetzung G'(y) = 1/g(y) das Vorzeichen nicht wechselt,
G demzufolge streng monoton ist und damit die Umkehrfunktion G~ existiert: y(x) =

G Y(x).

14



T

b) y' = 7. Wieder sei 79 = 0 (Iy = R); yo sei = 1 und Iy = Rxg. Dann ist F(z) = [t dt =

0
tdt:%— i —1=2a2%, =142, y=+V1+22

wﬁc
Q
—~
S
~—
I
H%@
N[ =

9b. Die Differentialgleichung y' = f(y/x)

Thr ordnen wir die neue Differentialgleichung 2z’ = %(f(z) — z) zu.

SaTz. y lost y' = f(y/x) < v st o = 1(f(z)—2).

T

Beispiel: vy =1+ y/x, x #0;also f(z)=1+2, z=logz , y =zlogz.

9c. Lineare Differentialgleichungen

Diese haben die Form y' = a(x)y + b(x) mit stetigen Funktionen a,b: I — R.

SATZ. a) Ist b(x) = 0 (homogener Fall), und ist xo € I, so ist y = yoejfo w0 e einzige

Losung mit y(zo) = yo.

v - ¢ alu)au
b) y(z) = efl’o a(t)dt(yo + [e Sz @) b(t)dt) ist die einzige Lésung mit y(xo) = yo.

o
Nahe liegt, wie man auf a) kommt; wie aber auf b)? Das geschieht iiber die sogenannte Methode
der Variation der Konstanten: Losungen des homogenen Systems haben die Form y(x)c ( denn
dann liest sich unsere Differentialgleichung ' = a(x)y wie (logy) = ¢'/y = a(x) ); fasse nun
¢ als Funktion von z auf und verwende die Standardregeln der Differentialrechnung.

9d. Lineare Differentialgleichungssysteme

Hierbei handelt es sich um Differentialgleichungen der Form

y = A(x)y + b()

mit differenzierbarer Funktion y und stetiger Funktion b, beide definiert auf dem offenen
Intervall  und mit Werten im R”. Die Funktion A(x) ist eine reelle n x n-Matrix (a;;(x)),
zusammengesetzt aus stetigen Funktionen a;; : I — R.

SATz. Die Differentialgleichung ist losbar. Jede Losung ist durch die Anfangsbedingung y(xo)
= yo bestimmt (xg € I, yo € R™)

Einmal mehr erhélt man die Losung aus der Picard-Lindel6fschen Iteration
x
gora(@) =yo + [ F(t.g,(0)dt, go(x) = 0.
xo
wobei f(x,y) = A(z)y +b(x), z €1, y € R™

15



FOLGERUNG. a) Die simtlichen Lisungen des homogenen Systems y' = A(x)y bilden einen
n-dimensionalen recllen Vektorraum V 3. Aquivalent sind

al) p1,...,ps €V sind linear unabhangig,
a2) Jxg €I : pi(x0),...,ps(x0) sind linear unabhingig,
a3) Vxo €I : p1(xg),...,ps(xo) sind linear unabhingig.

b) Die Gesamtheit der Lésungen des inhomogenen Systems y' = A(x)y + b(x) ist die
Menge po + V' mit irgendeiner (speziellen) Lisung po(x) von y' = A(z)y + b(x).

Um ¢g zu finden, reicht es schon, nur eine Basis ¢1,..., @, von V zu kennen. Setze nadmlich
mit der Matrix ®(x), deren Spalten die Vektoren p;(x) , 1 < i < n, sind,

wo(z) = P(x) - u(z), u: I —R",
an und folgere aus den iiblichen Differentiationsregeln
x
u(z) = / d(t) " b(t)dt .
Zo
Ein weiteres Mal haben wir hier die Methode der Variation von Konstanten ausgeniitzt!

/
..o [ (0 -1 Y1 0 - :
Beispiel: < " > = < 1 0 ) < " ) + ( - ) , ¥o = 0 . Das homogene System ist

/

Yy = —y2, yb = y1 und hat die offensichtlichen Losungen

Y1 = cosx, ys =sinx und y; = —sinx, ys = cosx.

Die Vektoren ¢1(z) = < cosw > und @a(z) = ( Tsm ) bilden ein Fundamentallsungssy-

sin x CcCoS T

sinx cosx —sinx coszx

wa vt (0 = (7 somn
u(m)—f tsint gt — sint — tcost \| _ sinz — xcosz
o \ tcost ~\ cost+tsint 0 -\ cosz+asinz —1
_ [ smx—zcosz \ [0
~ \ cosz+zsinz 1

Eine spezielle Losung ¢o(x) ist demnach ¢po(x) = ®(z)u(z) = < sinz —x ) .

stem und definieren die Matrix ®(x) = coST T SImE > cesist ®(z)7L = ( cosE S )

1 ——cosx

9e. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Solche haben die Gestalt

y(n) + an,ly(”_l) +...4apy =0 mit a; € R .14

'3Jede Basis davon heifit ein Fundamentallgsungssystem von y' = A(z)y.

148ind die a; nichtkonstante, sondern stetige Funktionen auf einem Intervall, so reduzieren wir die Differen-
tialgleichung in ein homogenes lineares System von n Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Fiir konstante a;
konnen wir allerdings schneller vorgehen.
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Wir assoziieren damit das Polynom in der Unbestimmten '° d
p(d) =d" + p1d” 1+ .. +ag

und schreiben die Differentialgleichung suggestiv als p(d)y = 0. Mit anderen Worten, wir

erkléiren eine Wirkung von reellen Polynomen p(d) = Y-"_ a;d’ auf den oo-oft differenzierba-
n :

ren Funktionen y : I — R durch p(d)y = (Y a;d?)y def any™ + an_1y™ Y + . 4 agy. Alle

§=0

geldufigen Gesetze einer Wirkung von Skalaren auf Vektoren sind erfiillt. Um die Existenz

von Nullstellen der Polynome garantiert zu sehen, erlauben wir noch, daf die a; komplex

sein diirfen. Gleiches erlauben wir fiir die Werte von y; I bleibt allerdings ein offenes reelles

Intervall. Von der Funktion y(z) = yr(z) 4 iy;(x) verlangen wir dann, daf ihr Realteil y, und

Imaginérteil y; unendlich oft differenzierbar sind.

1. Beobachtung: (Y a;d")e’ = (3 a;\)el? fiir A € C.
i=0 1=0

FOLGERUNG. Ist p(d) normiert vom Gradn (i.e., a, = 1) und sind die Nullstellen \1,...,\,
von p(d) alle einfach, so bilden die j(z) = eN® (1 < j < n) eine Basis des Lisungs-
raumes der Differentialgleichung p(d)y = 0 6.

2. Beobachtung: (d — A\)*(y(z)e?*) = y*) (z)e®

FOLGERUNG. Es gelte p(d) = [] (d — ;). Die Differentialgleichung p(d)y = 0 besitzt dann
j=1

in den Funktionen
yjy(x):x”e)‘j‘r, 0<v<ki—1,1<j<r
eine Basis thres Losungsraumes.

Hinsichtlich des inhomogenen Falls p(d)y = b(x) sei erneut auf die Methode der Variation der
Konstanten hingewiesen.

Zum Schlufs betrachten wir noch lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten
y=Ay, A€Cpun, y:R—>C" 17,

Hat A den Eigenwert A zum Eigenvektor a, also Aa = Aa, so ist offenbar ae’* eine Losung. Ist

A diagonalisierbar, i.e., C" besitzt eine Basis a; von Eigenvektoren (zu den Eigenwerten ;)
von A, so erschopfen die aje)‘jx eine Basis des Losungsraumes von y' = Ay. Fiir die Diskussion
des allgemeinen Falles bringen wir A auf Dreiecksgestalt (z.B. auf Jordanform):

35S € GL,(C) : S'AS hat alle Eintréige unterhalb der Diagonalen = 0.'8

y = Ay iibersetzt sich in § = S™'ASy; die Losungen y der ersten Differentialgleichung
hiingen mit denen der zweiten, ¢, umkehrbar eindeutig iiber § = S~y zusammen.

'5d deutet den Differentialoperator y — 3’ an

6 dies ist ein komplexer Vektorraum

also die Reduktion von y™ + an_1y™ P + ...+ aoy = 0 in ein homogenes System von n Differentialglei-
chungen 1. Ordnung

18Wenn A = A(z) eine nichtkonstante Matrix ist, kann A(z) nicht unbedingt mehr fiir alle z simultan in
Jordanform transformiert werden.
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A habe jetzt Eintrége a;; mit a;; = 0 fiir i > j, A; L 4. Setze y(z) = (y1(2),...,yn(z))! und

Yn () = e mit einem oy, an, das aus einer Anfangsbedingung y(zo) = vo = (c1,...,¢n)’
resultiert: yn (7o) = ¢n = @,e*™. Um y,,_1(z) zu bestimmen, 1sen wir (wie gehabt) die
inhomogene Differentialgleichung

y;,_l = A—1Yn-1 + an—1,n Yn ;

allgemein

/

n
Y = MU+ D kY -

j=k+1
!/
ooy Yy [ 0 1 Y1 (0 1 o (10
Beispiel: ( " > = < 1 9 ) ( " ) , also A = ( 1 9] Mit S = 11 erhal-
ten wir ST1AS = ( (1) i und das neue System

() =(s1)(2)

i.e., 25 = zo und 2] = 21 + 22. Es folgt

. Y . z (10 re® \ xe®
v (3)-5(2)- (11)(¥) (20

9f. Allgemeine lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Hier geschieht der Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von Losungen von
y" a1 @)y 4 (@)Y +ao(w)y =0 1

tiber die Wronski-Determinante W (x):

1. alle Losungen zusammen bilden einen n-dimensionalen Vektorraum

2. v1,---,pp sind dann und nur dann linear unabhingige Losungen wenn
p1() pa() Pn(2)
dof ¢ (z) palz) o pp(a) _
W(z) = det : : : # 0 ist.
nf.l nf.l nf.l
A V@) e V@) el @)

Des weiteren: Ist ¢o(z) eine Losung von
Y+ ap 1 (2)y" Y - ar(2)y + ag(z)y = b(z) 2,

s0 st wo + (@1, -, @n) die Gesamtheit der Losungen.

19 T — R ist differenzierbar; a; : I — R, 1 <i <n — 1, sind stetig
b . I — R ist stetig
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Zum Beweis iibersetze nur obiges System in ein (inhomogenes) System linearer Differential-
gleichungen 1. Ordnung:

Y0, Yo = Y1, Y1 = Y2s- - Yn—2 = Yn—15 Yn_1 = —ao(z)yo—a1(z)y1— - -—an_1(x)yn—1(+b(x) ) .

Losungen sind dann Vektoren (¢(x), ¢/ (z), -, "D (z)).

Eine Ergidnzung: Spezielle lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung treten hiufig in den Anwendungen (etwa der Phy-
sik) auf. Im allgemeinen lassen sich ihre Losungen nicht durch elementare Funktionen angeben.
Fiir die folgenden drei Typen gibt es jedoch sogar polynomiale Lésungen:

1) Legendresche Differentialgleichung

(1—a22)y" =22y +nn+1)y=0, -1<z<1

Losung:  Legendresche Polynome P, (z) := o (%)n (22 —1)"

T gngpl
2) Hermitesche Differentialgleichung
y' —2zy +2ny=0, r €R
. . 2 (g \" 2
Losung: Hermitesche Polynome H,(x) := (—1)"e” (%> e
3) Laguerresche Differentialgleichung
2y" + (1 —2)y +ny=0
Losung: Laguerresche Polynome Ly (z): = €* (%)n (x"e™")

Hierbei ist n stets eine natiirliche Zahl.

Die Differentialgleichungen 1), 2) und 3) sind lineare homogene Differentialgleichungen vom
Typ

(%) y' +a(x)y +b(x)y =0, a, b stetig .

Falls bereits eine nicht-triviale Lésung bekannt ist, so erlaubt der folgende Satz die Berechnung
einer weiteren linear unabhéngigen Losung:

SATZ:

Sei I C R ein Intervall und seien a,b: I — R zwei stetige Funktionen. Weiter sei ¢ : I — R
eine Losung von (x) und fir x € I gelte p(x) # 0. Sei u eine nichi-konstante Losung der
Differentialgleichung

(%) '+ (228 4 afx)) u' =0
Dann ist durch ¢(z) = p(x)u(zx) eine von ¢ linear unabhdngige Losung von (x) Gber I gegeben.

BEMERKUNG: (*x) ist eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir ' und kann
durch Trennung der Variablen gelost werden. u erhdlt man dann durch Integration.
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