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Vorbemerkung

Das Folgende gibt einen Uberblick iiber den Inhalt obengenannter Vorlesung und soll den
Horerinnen und Hoérern als Leitfaden zur besseren anfinglichen Orientierung dienen; es ist
nicht als Ersatz fiir die eigene Mitschrift oder gar fiir das Studium von Monographien iiber
Analysis gedacht. Wahrend des Fortgangs der Vorlesung werden des 6fteren Ergénzungen er-
scheinen, moglicherweise sogar hier und dort eine Berichtigung oder Verbesserung, schlieflich
dann auch Fortsetzungen.
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0. Sprache: Mengen, Funktionen

Fine Menge ist eine wohlbestimmte Gesamtheit von Objekten; die Objekte nennt man die
Elemente der Menge. In diesem Kapitel werden Mengen mit groflen lateinischen Buchstaben
bezeichnet; man schreibt dann M = {a,b,c,...}, wenn a,b,c,... die Elemente der Menge
M sind. a € M heifit: a ist Element von M; x & M: x ist nicht Element von M. Eine des
weiteren gebriuchliche Schreibweise fiir eine Menge M ist: M = {z : z erfiillt eine gewisse



Eigenschaft}. Wir vereinbaren, dal m # M aus m € M fiir jede Menge M folge. Eine Menge
T heifit Teilmenge von M, wenn jedes t € T auch Element von M ist; Notationen: T" C M
oder auch: t € T =t € M (t € T impliziert t € M).

Spezielle Mengen mit fixierter Bezeichnung sind

= leere Menge: sie enthilt gar kein Element und ist Teilmenge in jeder Menge
{1,2,3,...} = Menge der natiirlichen Zahlen
{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Menge der ganzen Zahlen

= {m/n:m,ne€Z,n#0} = Menge der rationalen Zahlen

{ unendliche Dezimalbriiche } = Menge der reellen Zahlen.

FONZ <=
I

M heiit endlich, wenn M nur endlich viele Elemente besitzt; sonst unendlich. | M| bezeichnet
die Anzahl aller Elemente von M; falls die nicht endlich ist, wird |M| = oo gesetzt.

Operationen mit Teilmengen: 77 und 73 seien Teilmengen von M

Vereinigung T1UTy = {me M :mecT) oder m € Tn}
Durchschnitt ThNTy, = {mée M :m €Ty und m € Ty}
Differenz T'\T, = {meTi:mgTy}
Komplement CTh = {meM:m¢gT}

Zulassige Mengenbildungen aus gegebenen Mengen :
1) Teilmengen

2) Produktmenge von M und N: M x N = {(m,n) : m € M,n € N}. In M x N gilt
(m,n) = (m1,n1) genau wenn sowohl m = mq als auch n = n;. ! Folglich |[M x N| =
| M] - [N].
Allgemeiner: I sei eine Menge und es liege fiir jedes ¢ € I eine Menge M; vor. Dann

ist auch [ M; = {(...,m4,...)ier : m; € M;} eine Menge (mit folgender Gleichheit
el
zwischen den Elementen: (...,m;,...);er = (..., m]

e ier <= m; = m; fir alle
iel).

3) Potenzmenge von M : M ={T:T C M}.

Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte :

Gegeben seien M und eine “Indexmenge” I C PM. Dann ist Upe; T = {m € M : m gehort
zu wenigstens einem 7' in I} und Npe; T = {m € M : m gehort zu allen T in I}.

Beweismethodik und Mengen :

Es sei eine Aussage 2 fiir gewisse Elemente einer Menge R (z.B. R = R) zu beweisen. Man
unterscheidet zwischen der direkten und indirekten Methode. Zu 2l korrespondiert eine Teil-
menge von A von R, die “Richtigkeitsmenge” A = {z € R, x erfiillt 2}. Die direkte Methode
nachzupriifen, ob 2 fiir eine Zahl y € R zutrifft, besteht nun im Beweis, dafl y € A, die
indirekte Methode darin, aus der Annahme y ¢ A einen Widerspruch herzuleiten.

'Das Gleichheitszeichen = ist eine Relation, deren Definition schon, wie vieles zuvor auch, durch den
(korrekten) Sprachgebrauch festgelegt ist. Beachte die Giiltigkeit der drei Grundregeln: a = a (Reflexivitit),
a =b= b= a (Symmetrie), a = b & b = ¢ = a = ¢ (Transitivitit); hier sind a,b, ¢ beliebige Elemente
einer Menge.



Entsprechend bedeutet eine Implikation % = 9B, dal A C B, wozu 0B C (A gleichwertig
ist, also (nicht B) = (nicht ).

Der Funktionsbegriff :

Gegeben sind zwei Mengen X und Y (i.a. C R). Eine Zuordnung f, die jedem x € X ein
bestimmtes y € Y zuweist, heifit Funktion oder Abbildung von X nach Y. Schreibweise: f :

X =Y oder X L Y oder f:x— yoder f(z) = y. Die Menge X heifit der Definitionsbereich
von f; die Teilmenge f(X) = {f(x):x € X} von Y heifit Bild- oder Wertebereich von f.

Beispiele von Funktionen sind die reellen Polynome vom Grad n
f(w) :ao—i—am—i—agxz—i—...—i—an_lx"_l +anz" , an #0;

hier sind die Koeffizienten ag,a; ..., a, feste (also von x unabhéngige) reelle Zahlen; sowie
die rationalen Funktionen r(x), die als Quotient zweier Polynome entstehen

ap + a1z + asx® + ...+ apz™

r(z) = bo + b1z + ... + b

7

hier darf der Definitionsbereich X von 7 natiirlich keine Nullstelle des Nenners enthalten.
Die Funktion f heifit eineindeutig oder injektiv, wenn x1 = x5 aus f(x1) = f(x2) resultiert,
auf oder surjektiv, wenn f(X) =Y, und bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Abzdhlbare Mengen :

M heifit abzahlbar, falls eine surjektive Abbildung f : N — M existiert. Beispiele abzéhlbarer
Mengen sind die endlichen Mengen und natiirlich N selbst.
LEMMA. (1) M abzihlbar, |M| = oo <= es gibt ein bijektives f : N — M

(2) T C M, M abzihlbar = T abzihlbar

(3) UrerT ist abzihlbar, wenn die Indexmenge I abzihlbar und alle T € I abzihlbar
sind.

FOLGERUNG. Z und Q sind beide abzdihlbar; R allerdings nicht.

Noch einmal zu den beliebigen Vereinigungen und Durchschnitten :

Unter einer Familie 7} von Teilmengen einer Menge M, wobei der Index j eine gegebene
Menge J durchlduft, versteht man eine Abbildung f : J — PM. Man setzt dann f(j) = T}
und erklért Uje T = UrerT mit I = f(J) C PM; entsprechend fiir den Durchschnitt Tj.

1. Zahlen

Kennzeichnende Eigenschaften der Menge R der reellen Zahlen :

Je zwei reellen Zahlen a und b ist eindeutig ihre Summe a + b € R und ihr Produkt ab € R
zugeordnet. Es gelten die folgenden Gesetze :



Kommutativgesetz: a+b=b+a ab = ba
Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c) (ab)e = a(bc)

Distributivgesetz: (a4 b)e = ac+ be (es folgt a(b+ ¢) = ab+ ac)
Substraktionsgesetz: 7Zu a,b € R existiert genau ein € R mit a + x = b.

Es folgt die Existenz eines eindeutig bestimmten Elementes 0 € R mit a + 0 = a fiir alle
a € R. - Man schreibt fiir obiges  auch b — a und —a fiir 0 — a.

Divisionsgesetz: Zu 0 # a, b € R existiert genau ein y € R mit ay = b.

Es folgt die Existenz eines eindeutig bestimmten Elementes 1 € R mit a-1 = « fiir alle a € R.
- Man schreibt fiir y auch b-a~! oder b/a, und a=! fiir 1/a. Es ist 0 # 1.

Anordnungsgesetz: Fiir 0 # a € R gilt entweder a > 0 oder —a > 0. Aus a > 0, b > 0 folgt
a+b>0und ab > 0.

Dedekinds Schnittaxion: A, B seien zwei nichtleere Teilmengen von R mit
AUB=R & A<B,dh.acA=—a<bfirallebe B.

Dann existiert genau ein s € R mit

z€R & z<s = x€ A
re€R & > — z€B

Anwendung (Archimedisches Axiom): Zu jedem z € R existiert eine natiirliche Zahl n (=
1+1+4...4+1, n-mal) mit z < n. Entsprechend gibt es ein m € N mit 1/m < x, wenn noch
x > 0. Somit gibt es weder unendlich grofie noch unendlich kleine reelle Zahlen.

(Literatur: z.B. [Du, pp.8,9,30 ff.] und [Ma, pp.1-7])

Einfachste Rechenregeln in R:
a+(=b)=a—-b,a-(=b"H)=-ab', (-1)*’=1,4a-0=0, —(—a)=a, (') =a

Einfachste Groflenbeziehungen :

) x>y, y>z=2x>2

(@2) 1>0; z>0=1/z>0

(3) 0<z<y=1/z>1/y

(@d) 0<z,y= (z >y < 22> 9?)
(b)) z>y&u>v=z+u>y+v
(a6) x>y :

z2>0=zz>yz

z2< 0= 22 <yz

Zweite Anwendung des Dedekindschen Schnittaxions:

SAarz 1.1. d€ER, d>0 < esgibteins €R mit s>=d ;
d.h. jede positive reelle Zahl ist Quadrat in R.



Beweisskizze:  Zerlege R in AU B mit
A={z€R : 2<0oder (z>0&2>’<d)}und B={z€R : >0 & 2* > d}.

Aus (a4) resultiert A < B. Somit existiert ein s € R mit “z < s = x € A” und “z > s =
x e B.

Behauptung: Dieses s erfiillt s? = d.

Im folgenden wird s? > d zum Widerspruch gefiihrt; analog zeigt man, dafl s> > d unméglich
ist. Also bleibt nur s? = d iibrig.

Zunéchst kommt man zu einer einfachen Abschétzung fiir s: Dem Archimedischen Axiom
(p.4) zufolge existiert ndmlich ein n mit d > 1/n, und da n durch eine geeignete Potenz
von 10 iibertroffen wird (vgl. 1.4 weiter unten), etwa n < 10%, erreicht man d > 1/10% und
deshalb sicher s > 1/10%, da sonst ja 1/10! € A.

Entsprechend schlieft man, da d < 25 - 10?" mit einer geeigneten Zehnerpotenz 10%¥, also
s <5-10°.

Angenommen nun, s?> > d. Dann ist s> — d > 0, und man kann wieder wie oben auf die

Existenz einer Zehnerpotenz 10" mit s?> — d > 1/10" schlieen.

Die bisherigen Abschidtzungen koénnen so zusammengefaft werden: 1/10% < s < 5-10% ,
52 —d > 1/10%; man wihle fiir w nur die groBte der drei Zahlen ¢, v, 7.

Betrachte jetzt s — 1/102%*1; diese Zahl ist positiv und liegt in A, also ist ihr Quadrat < d.
Aber:

1 2 2 2 1 2 2
(5 - 102w+1) = § — 102£+1 + 103w T2 > 8 = 102£+1 >
2 2510% .2 vt 2 1
> &= T0zwtl = 5T T qjpreFr = ST T 1ow >d

FOLGERUNG. Q erfiillt kein Dedekindsches Aziom, da sonst z.B. \/2 € Q wire.

Zuriick zu den natiirlichen Zahlen :

N={1,2=141,3=14+1+1, ...} CR;esgilt 1 <2 < 3 < ..., insbesondere ist N
unendlich.

SATZ 1.2. Jede nicht-leere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes FElement.

SATZ 1.3. In R ist N als Teilmenge durch folgende FEigenschaften eindeutig charakterisiert:

(1) 1eN
(2) neN=n+1€N
. leM .
(3) IstMCNundgzlt{neM . nileM. so ist M = N.

SATZ 1.4. Ist m1 < mg < mg < ... eine unendliche Kette natiirlicher Zahlen, so existiert
fir jedes ¢ € N ein m; aus dieser Kette mit ¢ < m,;.



SATZ 1.5. [Induktionssatz] Sind A(n) fir die natirlichen Zahlen n > ng Aussagen mit
(a) A(no) ist richtig
(b) A(n) = A(n+ 1) fir jedes n > ny,

so sind die Aussagen 2(n) fir alle n > ng richtig.

Anwendungen und Beispiele :
1) i;ﬂ — w (und analog zgll — @ ’ i;iS _ (@)2 )

2) M, sei eine n-elementige Menge und S,, die Menge aller bijektiven Abbildungen (“Per-
mutationen”) von M auf sich; die Elemente von S,, entsprechen also eineindeutig den
verschiedenen Anordnungen der Elemente von M,. Es gilt:

|Spl=nl=1-2-3-...-(n—2)(n—1)-n [n — Fakultét |

3) Fiir 1 <14 < n bezeichne (") die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Dingen i auszuwéhlen.

Es gilt:
3a) (7) = Z,(n"ill), ; man definiert noch (§) = 1.
Somit (1) = (,,) = n und allgemein (7) = (,",) .
3b) (")) + (1) = (") fir 1 <i<n (“Pascalsches Dreieck”).

Beachte: () e N! (") ist ein sogenannter Binomialkoeffizient. Fiir a,b € R und n € R gilt

die binomische Formel .
n . .
b n — leL—Z .
(a+0) E (z) a

i=0
Literaturhinweise: [Co, pp. 21-25]; [Du, pp. 6,7,18-20]; [Ma, pp. 12 ff].

Die Betragsfunktion | | : R — R ist definiert als

| = z furx >0
= —z fiir x <0;

sie nimmt also nur nichtnegative Werte an. Sie regiert alles Folgende!
Es gelten die Regeln:
ol = | =l 5 |2yl = |zlly] 5 |z +y| < || + |y (Dreiecksungleichung); [z +y| > ||| — |yl -

LEMMA. [Schwarzsche Ungleichung]

(£7) (5)= ()

Fiir eine positive reelle Zahl e (die man sich am besten immer als sehr klein vorstellt), ist die
e-Umgebung der reellen Zahl x definiert durch

Us(zx)={yeR : |[zx—y|<e} = (x—e,z+¢).



SATZ 1.6. Q liegt dicht in R, d.h. in jeder e-Umgebung einer reellen Zahl liegen stets auch
rationale Zahlen.

Anwendung: Fiir jede “Stellenzahl” t 148t sich die reelle Zahl 0 < x < 1 durch eine rationale
Zahl 0, ajaz...a; (alle a; ganz und zwischen 0 und 9) mit dem Fehler hochstens in der
t-ten Stelle approximieren (Dezimalbruchentwicklung, 1. Teil).

DEFINITION. Fine Teilmenge M wvon R heifit nach oben (nach unten) beschrinkt, wenn es
einb € R mit b > m (bzw. b < m) fiir alle m € M gibt; b heifst dann eine obere (bzw.
eine untere) Schranke fiir M. M heifst schlechthin beschrinkt, falls M nach oben und
unten beschrdnkt ist, d.h. es gibt ein b mit |m| < b fiir alle m € M.

Eine Zahl s heifft kleinste obere Schranke von M, wenn s obere Schranke von M ist
und wenn s < b fir jede andere obere Schranke b von M gilt. Sofern s existiert, ist es
durch M dann eindeutig bestimmt; man schreibt s = sup M (Supremum) und genauer,
falls namlich s € M, s = max M (Maximum). Entsprechend definiert man die grifite
untere Schranke inf M (Infimum) von M, die, sofern in M gelegen, auch als min M
(Minimum) geschrieben wird.

Beispiel:
sup[0,1] =sup{z € R: 0 <z <1} = 1 = max]0, 1]
sup[0,1) =sup{r e R: 0<z <1} =1

Schreibweise: Ist a < b, so ist

[a,b] = {x €R:a <z <b} das abgeschlossene Intervall ab
(a,b] = {z €R:a <z <b} das linksoffene Intervall ab
[a,b) = {xr € R:a <z <b} das rechtsoffene Intervall ab
(a,b) = {z €R:a <z <b} das offene Intervall ab

SAaTz 1.7. Ist M # () und { nach oben } beschrinkt, so existiert {Slﬁlf;’]\]\j .

nach unten

DEFINITION. Die reelle Zahl h heift ein Hdaufungspunkt der unendlichen Menge M C R,
wenn in jeder e-Umgebung von h unendlich viele Zahlen aus M liegen.

Beispiele:
1) Genau die Elemente von [0, 1] sind auch die Haufungspunkte von [0, 1]
2) [0,1] ist die Menge der Haufungspunkte von (0, 1)
3) N besitzt keinen Haufungspunkt.

SATZ 1.8. [Bolzano-Weierstraf$] Ist M beschrinkt und unendlich, so besitzt M wenigstens
einen Hdufungspunkt.



DEFINITION. Fine Menge M C R heifst abgeschlossen, wenn M endlich ist oder, im Falle,
daf$ M unendlich ist, M jeden Hdaufungspunkt von M enthdlt.

Beispiele: 0, {z}, {z1,...,2,}, R sind abgeschlossen, nicht aber (0, 1] und Q.

DEFINITION. Eine Menge M heifst kompakt, wenn sie sowohl abgeschlossen als auch be-
schrinkt ist.

Beispiele: endliche Mengen, [0, 1]; aber R ist nicht kompakt.

DEFINITION. Fine Menge U € R heifst offen, wenn U mit jedem Element w € U auch noch
eine geeignete e-Umgebung von w enthdlt.

Beispiele: 0, R, (0,1) = {x € R: 0 < x < 1} sind offen. Aber endliche, nichtleere Mengen
sowie Q, (0, 1], [0,1] sind nicht offen.

SATz 1.9. (i) M abgeschlossen <= CM offen. (Aber: die Verneinung von “offen” ist nicht
“abgeschlossen”.)

(ii) Beliebige Durchschnitte sowie endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind
wieder abgeschlossen.

(iii) Endliche Durchschnitte sowie beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder

offen.

SATZ 1.10. [Heine-Borel] Die kompakte Menge M sei iberdeckt von (beliebig vielen) offenen
Mengen U,
Mc|JU, .

Dann reichen schon endlich viele dieser U, aus, um M zu tiberdecken:
McU,UU,U...uU,, .
Literaturhinweise: Schlage in [Co;Du] im Index (Stichwortverzeichnis) nach unter: Supre-

mum, Infimum; Haufungspunkt; abgeschlossen, offen, kompakt; sowie die Namen: Bolzano-
Weierstra$3, Heine-Borel. Fiir die Schwarzsche Ungleichung vgl. [Fi, S.255].

2. Folgen, Stetigkeit

(2.1) Folgen
Eine Folge ist eine abzéhlbare Teilmenge von R in einer bestimmten Anordnung:
(an) = {a1,a2,as,...}.
Beispiele:
(1) konstante Folge a = a1 =as =az=...
(2) a1 =1, 0/2:%, agzé,...

(B)ar=1l,a2=1+%,a3=1+%+1,...



(4) CLl:1,(12:1—%,(13:1—%—{-%,a4:1—%+%—%,...

aber: Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} ist keine Folge, jedoch {0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} =7Z
ist eine Folge.

DEFINITION. Die Folge (ay) konvergiert gegen den Grenzwert a € R, wenn in jeder e-
Umgebung von a fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Glieder a,, der Folge liegen.
Formal 2

zu jedem € > 0 existiert eine natirliche Zahl ng mit: n > ng = |a — ay| < €.

Beachte: ng hidngt von € ab. Schreibweise: a,, — a oder lima,, = a.

Beispiele: (1) oben konvergiert gegen a, (2) zufolge des Archimedischen Axioms gegen 0.
Eigenschaften konvergenter Folgen :

(F1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist durch die Folge eindeutig bestimmt.

(F2) Eine Umordnung einer konvergenten Folge fiihrt stets wieder zu einer konvergenten
Folge mit dem gleichen Grenzwert wie die urspriingliche.

(F3) Eine konvergente Folge (a,,) ist beschriankt; d.h. es existiert ein b € R mit |a,| < b fiir
alle n.

(F4) Eine beschriankte Folge enthilt stets eine konvergente Teilfolge. Jede Teilfolge einer
konvergenten Folge (a,,) konvergiert auch und zwar gegen den gleichen Grenzwert wie

(an).
Bemerkung: (b,,) heifit Teilfolge von (ay), wenn eine Abbildung f : N — N existiert, so
daB f(i) > f(j), wenn i > j, und b; = ay;-

(F5) Eine monotone und beschrénkte Folge ist konvergent. Dabei heifit eine Folge (a,) mo-

noton fallend o ap >as >az> ...
steigend ’ ag <as<az<....

Anwendung (des Beweises): Die Folge (3) oben konvergiert nicht (agn > 1+ %).

(F6) Cauchys Konvergenzkriterium:
(an) konvergiert <= [zu jedem € > 0 existiert ein ng € N mit

n,m>ng = la, —ap| <e].
Anwendungen:
= _1 1 1 1
am‘n>m m+1 m+2+“'iﬁ < m41-
2. R besteht genau aus den Grenzwerten der rationalen Cauchyfolgen, d.s. Folgen in
Q, die die rechte Seite des obigen Kriteriums (mit € € Q) erfiillen.

1. Die Folge (4) oben konvergiert: |a, —

(F7) lima, =a, limb, = b=

lim(a, £b,) =a+b
lim(a, - b,) =a-b
lim(§=) = ¢, sofern b # 0 .

n

2oder noch formaler und mit den Symbolen V (fiir alle, zu jedem) und 3 (es gibt):
Ve>03ng e NVn>no:la—an|<e.



(F8) Gegeben seien drei Folgen (ay), (d,) und (c,). Es gelte: lima, = lima, = a und
an < ¢, < ay, fir fast alle n. Dann konvergiert auch (¢,,) gegen a.

(F9) Sei lima,, = a. Sind fast alle a,, > b, so ist auch a > b.

Achtung: Aus a, > b folgt aber nicht a > b. Z.B. wéhle a,, = % und b = 0.

0 fir —1<b<1 [ Y, 1+2)"<1+na]

; 14z
Beispiele: lim ;25 =1, limb" = b=l b<-—1
b>1 [1+a2 %)

Literaturhinweise: [Ma, pp.16-30], [Co, pp.25-38], [Du, pp.36-51], [Fi, pp.31-65,71-79]

nicht vorhanden fir {

Bemerkung: Fiir eine Folge (a,) kann auch lima, = oo erklirt werden. Wenn némlich zu
jedem k € N ein ng € N mit a,, > k fiir n > ny, existiert, sagen wir, dafl die Folge (a,,) gegen
oo konvergiert. Offenbar gilt: lima, = c0 <= lim i = 0. Entsprechend wird lima,, = —c0
definiert. Damit nun die Regeln (F7) auch mit diesem Symbol oo richtig sind, setzt man:

0-a=a-00=00, 00:00 =00,
©-b=b-co=—-00,0c0+c=c+oo=00=00+

und —c0+c=c—00 = —00 ;

o8]

hier sind a,b,c € R und a > 0, b < 0. Unbestimmt bleiben: 22 , co —oo, 0 oco.

In diesem Zusammenhang gilt der schone Satz von Stolz (der einen Vorgriff auf die spéter zu
beweisende Regel von de 'Hospital darstellt).

SATZ 2.1. Es seien (ay) und (by) Folgen mit lim b, = 0o und by4+1 > by, fiir fast alle n. Dann

ilt lima,, /b, = lim $2=%=L wenn der rechte Limes ezistiert.
g bn_bn—l ’

(c1+...4¢p) ) der arithmetischen

Anwendung: Sei lim ¢,, = ¢. Dann konvergiert die Folge ( %

Mittel der ¢, auch gegen c: a, o Y1 Cis by .

(2.2) Stetigkeit

Wir beschéftigen uns im folgenden nur mit Funktionen, bei denen sowohl der Definitions- als
auch der Wertebereich Teilmengen von R sind. Solche Funktionen kénnen addiert, multipli-
ziert, in eingeschranktem Mafle auch dividiert und schliefflich noch “hintereinandergesetzt”
werden:

Seien f,g: X — R gegeben; X C R. Man definiert

(f £ 9)@) = f@) £ g(a) . (/- 9)@) = fla)gla) und (£)(x) = 2] fiir alle = € X; im
letzten Fall natiirlich nur fiir die z € X, fiir die g(x) # 0 ist.

SchlieBlich: fir X - v L R (mit X,Y C R) wird die Schachtelung von f mit g als die
Funktion ¢ - f von X nach R erklirt, die (g - f)(z) = g(f(x)) erfiillt.

DEFINITION. Die Funktion f : X — R heifst stetig im Punkt zo € X, wenn zu jedem & > 0
eine reelle Zahl 6 > 0 existiert mit: x € X & |x — zo| < § = |f(x) — f(z0)| < €.
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Beachte, dal § sowohl von ¢ als auch von z( (und natiirlich von f) abhéngt.
Beispiele: Stetig sind f(z) = a (die konstante Funktion), f(z) = = (die identische Funktion),
f(x) = |z| (die Betragsfunktion)

Eigenschaften stetiger Funktionen :

(St1) f sei stetig in xo. (zy,) sei eine in X gelegene gegen xy konvergente Folge. Dann kon-
vergiert die Folge (f(zy)) gegen f(xo), d.h. lim f(z,) = f(limz,).

(St2) f,g: X — R seien beide stetig in zp Dann sind auch f + ¢, f-g und, falls g(z¢) # 0,
f/g stetig in x.

Anwendung: Jedes Polynom und jede rationale Funktion ist stetig.
(St3) X Lysr ; [ sel stetig in xg und g in yop = f(x0). Dann ist g - f in z( stetig.
Weitere Eigenschaften stetiger Funktionen:
SATZ 2.2. (i) Sei X kompakt und f stetig auf X (d.h. stetig in jedem Punkt von X ). Dann
ist f(X) kompakt.

(ii) Sei f stetig auf [a,b]. Dann existieren c,d € [a,b] mit f(c) > f(x) > f(d) fir alle
x € [a,b]. M.a.W., es existieren max f([a,b]) und min f([a,b]).

SATZ 2.3. [Zwischenwertsatz] f sei stetig auf [a,b], und c,d seien zwei Intervallpunkte mit
f(e) < f(d). Dann ezistiert zu jedem t zwischen f(c) und f(d), also f(c) <t < f(d),
ein x € [c,d] mit f(x)=1t.

Anwendungen:

1) Das stetige Bild eines abgeschlossenen Intervalles ist ein abgeschlossenes Intervall.

2) Eine stetige Funktion, die auf [a, b] erklért ist und dort sowohl positive als auch negative
Werte annimmt, hat eine Nullstelle in [a, b]. Insbesondere: Polynome ungeraden Grades
besitzen stets reelle Nullstellen, ebenso Polynome a,z" + a,_12" "'+ ... 4 a, z + ag mit
anag < 0.

3) Ist a € R positiv, so existiert zu jedem n € N genau eine Zahl {/a € R mit {/a > 0 und
Ya™ = a.

4 Ist f : [a,b] — R iiberall stetig und injektiv, so ist f streng monoton auf [a,b] 3.
Insbesondere existiert in diesem Fall die Umkehrfunktion g : [f(a), f(b)] — [a,b] 4,
g(y) =z : <= y = f(x) . Man schreibt auch g = f~1 5.

SATZ 2.4. f sei monoton auf [a,b] und nehme jeden Zwischenwert an. Dann ist f stetig auf

[a, b].

FOLGERUNG. Ist f streng monoton und stetig auf [a,b], so ist auch f~' stetig.

e, [t1 < wa = f(z1) < f(2)] oder [x1 < 2 = f(x1) > f(22)] auf [a,b]. Im ersten Fall sagt man auch
streng monoton steigend, im zweiten streng monoton fallend. Lé3t man iiberall das Gleichheitszeichen zu, so
sagt man nur monoton.

*f(a) < f(b) ist hier angenommen

Sverwechsle nicht dieses f~! und die Funktion %
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Beispiel: Exponential- und Logarithmusfunktion

Fiir a > 0 und r € Q ist a” eine wohldefinierte positive reelle Zahl (vgl. Anwendung 3
oben).
Definiere fiir @ > 1 und beliebiges reelles x:

a® =sup{a" :x>reQ}.
Dann ergibt sich der Reihe nach:

a®* =inf{a*: x < se€Q}
r<y=a"<a¥

a®t = a*a¥

x — a” ist stetig.

Analog erhilt man die Exponentialfunktion zu einer Basis 0 < a < 1; die ist natiirlich
nicht monoton steigen, sondern fallend.

Aufgrund obiger Folgerung existiert zu = +— a® die Umkehrfunktion, die sogenannte
Logarithmusfunktion log,, die fiir alle x > 0 erkldrt ist und folgende Eigenschaften hat:

x — log, z ist stetig und streng monoton
log, ry = log, x + log, y.
Bemerkung: f : R — R sei eine stetige Funktion, die die Funktionalgleichung f(z+y) =
f(z)f(y) erfiille. Dann ist f(z) = a® mit a = f(1) = f(3)? > 0.
Literaturhinweise: [Co, pp.47-52,60-65]; [Du, pp.84-99]; [Fi, pp.130-150]; [Ma, pp.51-58|.

DEFINITION. f : X — R heifit gleichmdflig stetig auf X, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert mit: x1,x9 € X & |v1 — 22| < 0 = |f(21) — f(22)| < e.

Mit anderen Worten: ¢ hingt nur von ¢ (und von f und X) ab, nicht aber vom einzelnen
Stetigkeitspunkt xg € X.
Beispiel: X =(0,1); f(x) = % ist zwar stetig, aber nicht gleichmifig stetig auf X.

SATZ 2.5. Ist X kompakt (etwa X = [a,b]) und f stetig auf X, so ist f auch gleichmiflig
stetig auf X .

Funktionenfolgen :

Es seien fiir n = 1,2,3,... Funktionen f,, : X — R gegeben. Dann liefert jedes feste x € X
eine Folge (f,(x)). Existiert der Grenzwert lim f,,(z) fiir jedes z € X, so entsteht eine neue
Funktion

f(x) =1lim f,(x)
von X nach R. Selbst wenn alle f,, stetig sind, muf§ die Grenzfunktion f nicht stetig sein:

fnle) =", X =[0.1] : f(:c):{ Lt 21

12



DEFINITION. Die Funktionenfolge f, heifit gleichmdf$ig konvergent gegen die Funktion f auf
X, wenn zu jedem e > 0 ein ng € N existiert mit: n > ng = | f(z) — fu(z)| < €; hierbei
ist x beliebig aus X.

Mit anderen Worten: ng hiangt von £, nicht aber vom jeweiligen Punkt = € X ab.

SATZ 2.6. f, sei gleichmdf$ig konvergent gegen f auf X. Dann ist f stetig auf X, wenn nur
alle fp, stetig auf X sind.

(2.3) Reihen

Folgen (s,,) der Form s, = ap+a1+...+an , Spt1 = ap+aji+...+a,+ a1 heiBen Reihen;
an, heifit das n-te Glied der Reihe und s,, die n-te Reihe Partialsumme. Beachte: Bei Reihen
lauft der Index n in der Regel schon von Null ab.

(Tatséchlich ist jede Folge by, ba, ... selbst eine Reihe: b, 41 = Z?jll(bi — bj—1) — wobei hier
bp = 0 gesetzt werde.) Der Grenzwert von (s,) wird, sofern iiberhaupt existent, als Y a; =
>, a; geschrieben.

Es gilt:

(R1) Konvergiert die Reihe (sy,), so ist (ay,) eine gegen Null konvergente Folge.
Konvergiert die Reihe (s,) gegen s und die Reihe (8,) gegen §, und sind u,v € R, so
konvergiert die Reihe (usy, 4+ v5,) mit dem n-ten Glied ua,, + va, gegen us + vSs.
Die Reihe (s,,) konvergiert genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert mit:

n>m>n) = |ami1 + ami2+ ...+ an| <e.

(R2) Kriterium von Leibniz: (s,,) sei eine alternierende Reihe, d.h. das n-te Glied ist von der
Form (—1)'a; mit positivem a;. Gilt a; < a;—1 fir alle i und lima; = 0, so konvergiert

die Reihe (sp).

(R3) (sy) sei eine konvergente Reihe und ng < m; < ng < ... eine unendliche Folge natiirli-
cher Zahlen (ng = 0 ist zugelassen). Setze by = ap+...4+an, , b1 = apg+1+...+an, , ...
und bilde die neue Reihe by + by + ... . Ist (s,) konvergent, so existiert > b; und ist
gleich > a;.

Achtung: Man kann jedoch die Konvergenz von (s,,) nicht durch geeignetes Klammern
testen! Ebensowenig darf man iibrigens in Reihen die Glieder einfach umordnen.

DEFINITION. Die Reihe (s,) heif§t absolut konvergent, wenn die Reihe |ag| + |a1| + ... der
Absolutbetrdge konvergiert.

(R4) (i) (sp) absolut konvergent = (s,,) konvergent

(ii) Eine absolut konvergente Reihe kann beliebig umgeordnet werden, ohne dafl Kon-
vergenz und Grenzwert gestort werden.

Mit anderen Worten: Ist ag + a1 + . .. absolut konvergent, und ist 7 eine bijektive
Abbildung von N U {0} auf sich, so ist auch a,q) + ar) + ... konvergent und

24 =D aq(3)-
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DEFINITION. ag+aj+ ... und by + by + ... seien zwei Rethen. Die Produktreihe ist definiert
als die Reihe mit dem i-ten Glied p; = EV+H:Z- ayb, (also po = apby , p1 = aob1 +
a1by , p2 = agba + a1by + azby , .. )

(R5) Sind (sy,) und (t,) absolut konvergente Reihen, so konvergiert die Produktreihe aus (sy,)
und (tn) gegen (32 a;) (32 b;).

(R6) Die geometrische Reihe und die Konvergenzkriterien:

a) Sei g reell und s, = 14+ ¢+ ¢* + ...+ ¢". Dies ist die geometrische Reihe zu q.
Sie ist fiir |¢| < 1 absolut konvergent mit dem Grenzwert 1/1 — ¢ und fiir |g| > 1
divergent.

Eine Konsequenz ist: jede rarionale Zahl 148t sich als periodischer Dezimalbruch
darstellen und jeder periodische Dezimalbruch ist eine rationale Zahl. Die Zahlen
in R\ Q sind also genau die nicht-periodischen unendlichen Dezimalbriiche.

b) 1. Konvergenzkriterium: Besitzt die Reihe (sy,) eine konvergente Majorante, d.h. ist
la;| < m; fir alle i und my +ma + ... konvergent, so ist (sy) absolut konvergent.

c¢) 2. Konvergenzkriterium (Quotientenkriterium und Wurzelkriterium):

Gilt fiir die Reihe (sy) mit a; # 0 fir fast alle i, dafl

la;iv1/ail < g <1 (bzw. \/|a;| < ¢ <1)

fir fast alle i, so ist (sp) absolut konvergent; ist aber

laiy1/a;| > 1 (bzw. M >1)
fir fast alle i, so ist (s,) divergent.

Analog: Existiert der Grenzwert lim |a;1+1/a;| = k (bzw. lim \/|a;| = k), so ist (s;)
absolut konvergent, wenn k < 1 ist, und divergent, wenn k > 1 ist. Der Fall £k =1
bleibt ungewif}!

Literaturhinweise: [Co, p.63, p.320 ff.]; [Du, pp.93-97, p.340 ff.]; [Fi, p.160]; [Ma, §9].
Beispiele:

(1) Firz € Rsei E(x) =Y, oz"/vl=1+z+ "%2 + g—? + ﬁ—? + ...; diese Reihe ist fiir
jedes x absolut konvergent und erfiillt die Funktionalgleichung F(z + y) = E(x)E(y)
(vgl. (R5)). Nach Satz 2.8 weiter unten ist F(x) eine auf ganz R stetige Funktion und
damit eine Exponentialfunktion

E(@)=¢"=> a"/v!
v=0

mit e=FE(1)=24+1/241/64+1/24+ ... (vgl. Seite 12).
(2) sinz = Y00 (1) L/ QU+ 1) =2 — 23/31 + 25 /5! — +. ..
cosw =00 (=) /(2u)! =1 —22/2 + 24 /4! — 25/6! + — ... ;
dies sind die Kreisfunktionen, definiert und stetig (Satz 2.8) auf ganz R.

Eigenschaften der Kreisfunktionen :
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sin0 =0, sinx > 0 fiir kleine positive x
cos0=1, cos3 <0

sin(—z) = —sinz , cos(—z) = cosz

sin?x 4 cos?xz =1 , daher |sinz| <1, |cosz| <1
Additionstheoreme:

cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny ; sin(x + y) = sinx cosy + siny cosx

(Bemerkung: die Additionstheoreme werden durch Differentiation spéter nachgewiesen
werden; ebenso sin? z + cos?z = 1).

Aus der Stetigkeit und dem Zwischenwertsatz folgert man:

Ist 7/2 o inf{x > 0:cosx =0}, soist 0 < 7/2 < 3 und cos7w/2 = 0.
Aus den Additionstheoremen und erneut dem Zwischenwertsatz folgt weiter:

1) sinz >0 fir 0 < z < 7/2
2) 0<zx<y<m/2= cosx >cosy und sinz < siny.

Dies zeigt, wie die Kurven zu sinz und cosz im Intervall [0, 7/2] ungefihr aussehen;
die Additionstheoreme ergeben dann den genauen weiteren Verlauf, insbesondere die
Periodizitét

sin(z + 27) =sinz , cos(x + 27w) = cosx .

(3) arctan x = x —23/3 +2°/5 — 27 )T+ ...
log(l+z)=2—22/2+23/3 —a/4+—...

beide Reihen konvergieren absolut fiir |z| < 1; wegen (R2) konvergiert die erste auch fiir
x = +1 und die zweite noch fiir x = 1. Der Logarithmus hier ist zur Basis e gebildet; dafl
die behauptete Gleichheit tiberhaupt richtig ist, wird unter (DP) im n&chsten Kapitel
nachgetragen.

(4) Die Binomische Reihe:

a seireell, |z] <1 :
[e.e]
(o) =3 ()"
v=0
die Gleichheit ist wieder eine Folge von (DP), die Konvergenz eine Folge vom Quotien-
tenkriterium. Die allgemeinen Binomialkoeffizienten () sind so erklart: () =1, () =

cotyloesh) iy ¢ 10

(5) Die Riemannsche Zetafunktion:

¢(s) e o> 1 1/n® konvergiert fiir reelles s > 1 (und divergiert fiir s = 1).

Reihen von Funktionen :

Sind fo, f1, f2, ... Funktionen von X nach R, so heifit fo(z) + fi(x) + fo(x) + ... die aus den
fv gebildete Funktionenreihe. Mit s,(z) = >.1_, fu(x) ist eine zugehorige Funktionenfolge
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definiert, deren Grenzwert f(z), sofern existent, als Grenzwert der Reihe bezeichnet wird:
fl@) = 3050 ful).
Aufgrund von Satz 2.6 gilt:

Sind die f,(x) alle stetig auf X, und konvergiert die Funktionenfolge (s, (z)) gleichmdfig
auf X gegen die Funktion f(x), so ist f(x) stetig.

SATZ 2.7. Die Funktionenfolge (sp(x)) konvergiert gleichmajig auf X gegen eine Funktion
f(z), wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert mit: n > m > ng = |fmy1(x) +
Jma2(x) + ...+ fu(2)] < e fiir alle v € X.

Anwendung: Sind die f, alle stetig auf X, und gilt |f,(x)| < b, fiir x € X und konvergenter
Reihe by + b1 + b2 + ..., so ist Y o2 fu(z) absolut konvergent und stetig auf X.
Potenzreihen :

Dies sind spezielle Reihen der Form fo(z) + fi(z) + ... mit f,(x) = a,(z — a)”. Durch
Substitution kann man a nach 0 verschieben; im folgenden werden deshalb nur Potenzrei-
hen ag + a1z + asx® + ... betrachtet; als Definitionsbereich X wird stets ein Intervall mit
Mittelpunkt 0 genommen.

SATz 2.8. Konvergiert die Potenzreihe ag +ajx+asx®+... an der Stelle 1, so auch absolut
an jeder Stelle x mit |x| < |x1| und dariberhinaus gleichmdifig auf jedem Intervall
¢ ¢] mit 0 < € < |a].

Anwendung: Die Potenzreihen in den Beispielen (1), (2), (3), (4) sind stetig.
SATZ 2.9. Ist die Potenzreihe ag + a1x + asx® + ... gegeben, und ist

limsup{{/|a,| :v=10,1,2,...} =1/r,

so konvergiert die Reihe absolut fir |z| < r und divergiert fir |x| > r. Der Fall |z| =r
bleibt ungewis.

Die Zahl r heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Hierbei ist limsup{{/]a,|} der groBte Hiaufungspunkt der Folge {{/[a,|}, sofern es einen
solchen gibt; sonst wird limsup{...} = co und r = 0 gesetzt . Im Fall limsup{...} = 0 ist
r = 0o zu nehmen (Beispiel: a,, = 1/v! — Exponentialreihe).

Literatur: z.B. [Du, letztes Kapitel]

3. Die Ableitung

Wir betrachten wieder nur Funktionen f : X — R mit Definitionsbereich X C R. Fiir X gelte
zusétzlich:

SEin Haufungspunkt einer Folge (c,) ist ein h € R mit fiir jedes € > 0 gilt |h — c,| < € fiir unendlich viele
Indizes n . Ist also die Menge {c,} unendlich, so ist dies die alte Definition eines Haufungspunktes.
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* i1st ohne 1solierte Punkte, d.h. fiir jedes zg € und jede Umgebung U von xg 1st
X ist ohne isoli Punkte, d.h. fiir jed X und jede Umgeb U i
{zo} € X NU. (Beispiele: Intervalle.)

DEFINITION. f heifit differenzierbar an der Stelle xg € X, falls es eine reelle Zahl p mit
folgender Figenschaft gibt: zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0 mit: X 3> x # x9 &
|z — x| <5:>\%£§xo)—p|<e.

Man schreibt dann p = f/(zg) und nennt p den Differentialquotienten von f an der Stelle z

oder auch die Ableitung von f bei zg.

Bemerkungen:

1) (%) besagt, dal die Bedingung “X > x # 29 & |z — xg| < §” nicht leer ist, und daher
ist p, sofern existent, eindeutig bestimmt.

2) Setze h = x — xg fiir zg # x € X. Die Ableitung f’(x¢) stellen wir uns dann anschaulich

als den Grenzwert lim M

—0

3) Setze Ay = f(z) — f(xo) und Az = h = x — x9. Der Quotient Ay/Ax strebt dann fiir
Az — 0 gegen den Differentialquoitenten p, der in diesem Zusammenhang auch gerne
formal als ( %)m:zo geschrieben wird. Beachte aber: fi%’ ist kein Quotient reeller Zahlen.

VOr.

4) f heiBt differenzierbar auf X, wenn f in jedem Punkt von X differenzierbar ist; man
erhélt dann die abgeleitete Funktion % = f'(z) von X nach R. Ist diese stetig, so heif}t
f stetig differenzierbar auf X.

Beispiele:
f(z) == f'() =0
fl@) =2 = fl(x) =1

aber f(z) = |z| ist nicht bei x = 0 differenzierbar.

Geometrische Interpretation der Ableitung:

Kurve zu f
f(zo) 1 ={(z,f(z):z€e X} CRXR

Trog X1

Die Gerade y = ma + b durch die Punkte (zo, f(x0)) und (z1, f(x1)) erfillt m = f@)=J(o)

xr1—x
Verschiebe sie, ohne die Richtung zu #ndern, durch den Punkt (0,0); sie hat dann die (%‘rlei—
chung y = %ﬁéxo)m. Wihle auf ihr den Punkt (z2,y2) mit 23 > 0, der vom Nullpunkt die

Entfernung 1 hat.
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Yy =mzx

Y2 1

Z2

Es existiert genau ein u € (—7/2,7/2) mit z9 = cosu, ys = sinwu. Also ist m = %ﬁjo(m =

Lz = % 4 tan u. Die letzte Gleichheit definiert eine Funktion tan : (—m/2,7/2) — R, die
streng monoton steigend und stetig ist. Insbesondere ist u durch tanwu bestimmt (vgl. auch
mit der Funktion arctan z). Mit anderen Worten: wenn der Punkt z; sich dem Punkt xz
ndhert, wird unsere erste Gerade y = mx + b sich der Tangente an die Kurve zu f im Punkte
xo anndhern, so dafl; zufolge der Stetigkeit von tanw, der Differentialquotient f’(xo) die

Steigung (= Tangens des Winkels zwischen Tangente und z-Achse) der Tangente angibt.

Analog verlduft die physikalische Interpretation der Ableitung als Geschwindigkeit — ndmlich
wenn z als Zeitparameter und y als Wegparameter gewihlt wird. f(z) — f(xo) ist dann

der Weg, der bei der Bewegung f in der Zeit © — xq zuriickgelegt wird, %ﬁ:gmo) also die
durchschnittliche Geschwindigkeit hier und f’(x¢) die augenblickliche.
Eigenschaften der Ableitung:
(A1) a) f differenzierbar in o = f stetig in zo
bl) Ist f differenzierbar in zp und x1,x9,x3, ... eine in X gelegene, gegen x( konver-

gente Folge (mit x,, # x¢ fiir fast alle n), so gilt lim W = f'(z0).
b2) Strebt fiir jede in X gelegene gegen xg konvergente Folge x1, xo, ... (mit , # g

fiir fast alle n) die Folge %};Smo) gegen einen von der speziellen Folge ()

unabhéngigen Grenzwert p, so ist f differenzierbar in zo und f'(zo) = p.
(A2) Es seien f,g: X — R beide differenzierbar in . Dann sind auch

fEtg, f-gund, falls g(xg) # 0, f/g differenzierbar in x(. Es gilt:
(f £9)(w0) = f'(x0) + g (x0)

(f-9)(x0) = f'(x0)g(wo) + f(x0)g'(w0)  Produktregel

(f/9)(x0) = (f'(z0)g(z0) — f(z0)g'(x0))/g(w0)*  Quotientenregel

Anwendung: Polynome und rationale Funktionen sind differenzierbar; fiir f(x) = ax
mit n € Z ist f/(z) = naz"L.

n

(A3) Kettenregel: Vorgelegt sei die geschachtelte Funktion X 4, Y 4R Ist fin zg und ¢
in yo = f(zo) differenzierbar, so ist ¢gf in xy differenzierbar, und es gilt: (¢gf)'(zo) =

g (o) f' (o) -

(A4) f: X — Y sei bijektiv und stetig auf dem Intervall X und in xz( differenzierbar; g sei
die Umkehrfunktion zu f. Wenn f’(xg) # 0, ist g in yo = f(x¢) differenzierbar und

g'(yo) = 1/f" (o).

Anwendung: (zV/") = La¥/m =1 (z > 0,n € 7).
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(A5) X sei ein Intervall und zg ein innerer Punkt von X (also kein Endpunkt). f hat ein
relatives Extremum bei xg, wenn es eine in X gelegene Umgebung U von xzg gibt, so
daf

f(z) < f(xo) fiir alle x € U (“relatives Maximum”)
oder f(x) > f(zo) fur alle z € U (“relatives Minimum”).

Ist f differenzierbar in g, so folgt dann f’(x¢) = 0.
Anwendungen:

1) Satz von Rolle: Es sei f stetig auf dem Intervall [a,b] und differenzierbar im Innern
(a,b). Falls es Punkte 1 > xg in [a,b] mit f(x1) = f(x2) gibt, so existiert ein ¢ €
(z2,21) mit f'(¢) =0.

2) Mittelwertsatz: Voraussetzung iber f wie oben. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(¢) =
f()=f(a)

b—a

KOROLLAR. i) Ist f' =0 auf einem Intervall, so ist f dort konstant.

it) Gilt f' = ¢ auf einem Intervall, so unterscheiden sich f und g um eine additive
Konstante.

iii) Ist f differenzierbar auf einem Intervall X und gilt dort stets f'(x) > 0 (bzw.
f'(x) <0), soist f streng monoton steigend (bzw. fallend) auf X .

Literatur: etwa [Ma, pp.67-80]

(A6) Differentiation von Funktionenreihen:
Vorgelegt sei die auf X konvergente Reihe fo(x) + fi(x) + ... von differenzierbaren
Funktionen f, (z). Konvergiert die Reihe der Ableitungen f’(z)+ fi(z)+. .. gleichméBig
auf X, so ist Y02 fi(x) differenzierbar auf X mit der Ableitung > 02 f/ ().

Anwendung: Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden; genauer: besitzt die Po-
tenzreihe > o2 a,z” den positiven Konvergenzradius r, so gilt in jedem Intervall [—(, ] mit
0<¢<r

o oo
(Z a,z’) = Z vay ¥
v=0 v=1
denn zufolge lim ¥/ = 1 haben 3" a,vz¥~! denselben Konvergenzradius.
g g

(DP) Differentiation spezieller Potenzreihen :
(a) (") = e*; somit (logz) = 1/x und log(1 +z) = = — %2 + % —+... fir [z] < 1
(denn beide Seiten besitzen dieselbe Ableitung und stimmen fiir = 0 {iberein).
FOLGERUNG. (al) (2%) = ax® ! firz >0, a €R

(a2) (1+ )" — €” firn — oco.

- mit

, da logz® =

Dazu betrachte fiir (a2) den Differenzenquotienten M fir h = £

festem x und n — oo (also h — 0). (al) resultiert aus z® =
alog x.

el log x
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(b) z)® = 30%0(y)x” fiir x| <1

ayv. v\
denn (1 + ) - (32(5)2") = a - ¥ (5)z", also (%(Jr’;))i ) =0, dh. Y ()" =
x)“ - c; setze jetzt x = 0).

(1+
(
(1+
(c) (sinz) =cosz , (cosx)' = —sinz , (tanz) = 1/cos’z , (arctanz) = 1/(1 + z?)
Folgerung: “arctan” ist die Umkehrfunktion zu “tan”.
Die Additionstheoreme

cos(x +y) = coswcosy — sinzsiny
sin(zx+y) = cosxsiny + sinxzcosy

kann man ebenfalls durch Differentiation geeigneter Funktionen gewinnen: setze
f(t) = cos(z 4+ y) — cos(z +t) cos(y — t) + sin(x + ) sin(y — ¢t). Dann gilt: f'(t) =
[Ableitung von f nach t] = 0, also f(0) = f(y), i.e. cos(x + y) — coszcosy +
sinzsiny = 0.

immen die beiden Potenzreihen > °° a,x” un ° g byx¥ auf einem Interva

d) Sti die beiden Pot ih o0 Y und Y 02 byz? auf ei Int 11
(—ry,71) mit r1 > 0 iiberein, so gilt: a, = b, fiir alle v.

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz:

f und g seien beide auf (a,b) differenzierbar und stetig an den Randpunkten. Dann

existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(¢)(g(b) — g(a)) = ¢ ({)(f(b) — f(a)).
Zusatz: Ist ¢'(x) # 0 auf (a,b), so gilt g(a) # g(b) und f'(¢)/g'(¢) = f(b; ((a))

Anwendung: Regel von de I'Hospital (vgl. auch den frither erwihnten Satz von Stolz)

f und g seien differenzierbar in (a,b] und g' # 0 dort. Istlim,_, f(x) = lim;—4 g(x) =0
(oder = ), so gilt

lim f(2)/g(2) = lim ['(2)/g/(x).

sofern der rechte Grenzwert iiberhaupt existiert.

Beispiel:
1) limy—oo(logz)/z® = 0 fiir jedes (noch so kleine) a > 0

2) limy_o0 €7 /2% = oo fiir jedes (noch so grofie) o > 0.

Das Newtonsche Verfahren :

Hierbei handelt es sich um die Auflésung einer Gleichung f(z) = c fiir eine ”geniigend glatte
Kurve“ f. Die Aufgabe ist dquivalent zu: 16se fi(z) = 0 oder fo(x) = z, wenn fi(x) = f(z)—c
und fo(z) = fi(z) + x gesetzt wird. Im zweiten Fall heiit 2 dann ein Fixpunkt von fs.

LEMMA. [Fizpunktsatz] X sei ein abgeschlossenes Intervall und ¢ : X — X eine Funktion
mit
p(21) = p(a2)| < glar — a2
fiir ein 0 < g < 1 und alle x1,x9 € X. Dann besitzt p genau einen Fixpunkt z € X, und
dieser erscheint als Grenzwert einer jeden Folge xo,x1 = ¢(x¢), 2 = @(x1),... mit z
beliebig aus X.
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Newtons Anwendung: Lose f(z) = 0. o sei ein “Niherungswert”. Bestimme z; als den
Schnitt der Tangente an die Kurve f in (zg, f(x¢)) mit der z-Achse: x1 = xo — f(x0)/f'(z0);
ermittele entsprechend aus x1 ein x2 und fahre so fort. Damit das tiberhaupt moéglich ist und
zu etwas Sinnvollem fiihrt, setze voraus:

1.) Es gibt eine Umgebung X = [xg — J, z¢ + 0] von xg, in der f differenzierbar mit nicht-
verschwindender Ableitung ist.

2.) Auch f’ist differenzierbar, und es ist | f(z) f”(z)/f'(z)?| < ¢ < 1 auf X. (Dies impliziert
aufgrund des Mittelwertsatzes fiir die Funktion p(z) = = — f(z)/f'(z), da |p(x1) —
o(z2)| < qlrg — x2f fiir alle x1, 29 € X gilt).

3.) | f(xo)/(f(x0)] < 6(1 —q) (das impliziert p(X) C X).

Jetzt gilt: die Folge xg, 1 = ¢(x0), 2 = @(x1),... konvergiert gegen den Fixpunkt z von ¢
in X, also gegen eine Nullstelle z von f in X.
Bemerkung: Wegen ,, = o+ i1 (2; — ;1) und Y72 1y |2 — 21| < [Zng1 — 20| D052 ¢ =

|In+1*55n|
1—q

Literatur: etwa [Du, pp. 373-378; 141; 220-225]

< |z — 1:0|1q—_nq liefert das Verfahren zugleich eine Fehlerabschétzung fiir |z — zy,].

Die Taylorsche Reihe:

X sei ein abgeschlossenes Intervall und z( ein Punkt in X. Wir betrachten (n + 1)-mal
differenzierbare Funktionen f: X — R.

DEFINITION. gn(x) = > iy f(i)i(!xo) (v — 0)* heifit das n-te Taylorpolynom zu f bei xg.

Hier ist z € X und f die i-te Ableitung von f.
Beobachtungen:

1) gn(x) ist ein Polynom in = vom Grad < n.
gn und f haben bei x¢ denselben Funktionswert sowie dieselben héheren Ableitungen
(bis zur n-ten). Das Polynom g,, “schmiegt sich also schon an die Kurve f im Punkte

(z0, f(20)) an”.
2) Ist f selbst ein Polynom vom Grad < n, so gilt: f(x) = g, ().

DEFINITION. R, (z) = f(z) — gn(x) heifit das n-te Restglied.

Es gibt den Fehler an, den man macht, wenn man f(x) durch g,(z) ersetzt.

Setze nun fiir festes z und variables ¢ zwischen x und x:
p(t) = F(1) + TP + S5 @) + o+ )
P1(t) = (x — )", ho(t) =t

und wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz einmal auf das Paar ¢, ; und einmal auf
das Paar ¢, 99 (jeweils fiir das Intervall mit Endpunkten z1,z() an. Wegen

(z —t)"

! f(n+1)(t) und ¢(z) — p(z9) = Ry ()

¢'(t) =
ergibt sich:
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(n+1)
Ro(z) = {500 (e — 2™ (Lagrange)

und auch R, (z) = %(z —x9)(z — ()" (Cauchy) ,
hierbei ist jeweils ( geeignet aus dem offenen Intervall mit Endpunkten x und zg zu nehmen.

SATZ 2.10. f sei unendlich oft differenzierbar auf X. Genau dann konvergiert die Funktio-
nenfolge go(x),g1(x),... auf X gegen die Funktion f(zx), wenn lim,_,o Ry(z) = 0 fir
alle z € X gilt.

Man nennt die so gewonnene Darstellung von f(z), f(z) = Y2, f<i)i(!x0) (x — zg)!, die

Entwicklung von f in ihre Taylorreihe bei zg.

Bemerkung: Die Reihen fiir e”, log(1+x), sinz, cosz, arctanz, (1+2)® sind die Taylorreihen
dieser Funktion bei zg = 0.

Zusatz: Falls die ") auf X gleichmiBig beschrinkt sind, d.h. |f™(z)| < s fiir alle z € X
und alle n, so gilt: lim,,_,oc Ry(z) = 0.

Uberraschenderweise kann dieser Zusatz in den Voraussetzungen abgeschwiicht werden auf-
grund des folgenden schénen Satzes von Bernstein.

SATZ. xq sei kein Randpunkt von X und f sei unendlich oft differenzierbar auf X. Wenn fiir
alle n und fir alle z gilt, daf f™ > ¢ (oder f (x) < c¢) (d.h. die f) sind gleichmiifig
beschrinkt nach links (bzw. nach rechts)), so folgt lim,_.oc Ry (z) = 0 auf jedem in X
enthaltenen offenen Intervall mit Mittelpunkt xg.

Literatur: siehe etwa [Du] und [Ma] unter “Taylorreihe”.

Drei Ergénzungen : Die erste ist ein Satz von Weierstrafl

f sei eine auf [a,b] stetige Funktion. Zu vorgegebenem £ > 0 gibt es ein Polynom
ge(x) mit: | f(z) — g=(z)| < € fir alle x € |a,b].

Mit anderen Worten: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion 148t sich be-
liebig genau gleichmiiBig durch Polynome approximieren (die Entwicklung einer unendlich oft
differenzierbaren Funktion in ihre Taylorreihe liefert dagegen eine explizite und viel genauere
Approximation durch Polynome!).

Hier ist der Grund: Die Stetigkeit von f erzwingt die gleichméBige Stetigkeit auf [a, b]; des
weiteren nimmt f auf jedem abgeschlossenen Teilintervall das Maximum und Minimum an.
Nun approximiere f zuerst durch ein Polygon, das ist eine Folge von Streckenabschnitten,
die in der (z,y)-Ebene die Punkte (z;,vi), (Xix1,¥i1) mit 1 < i < n,z; < xiq1, 21 =
a, Tn+1 = b, y; = f(z;) verbinden. Diese Streckenabschnitte sind Funktionen des Typs y =
ct+a; ((w—xz) — |x—xz]) —und daraus erkennt man, daf} es fiir den Beweis des Satzes ausreicht,

1
die stetige Funktion x +— |z| durch Polynome zu approximieren. Nun gilt |z| = (1 —(1 —x2)) :

und wir verwenden die binomische Reihe.

(2a) Vorgelegt seien die beiden Folgen (a;) und (b;). Man interessiert sich fiir die Konvergenz
der Reihe Y 72 a;b;.

Abelsches Kriterium: Diese Reihe konvergiert, falls > 2, b; konvergiert und (a;) eine
monotone und beschrinkte Folge ist.
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FOLGERUNG. Ist Y 02 ja,x” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0, die fir
x =71 (oder fir x = —r) konvergiert, so ist sie auch bei x = r (bzw. bei x = —r)
stetig.

Insbesondere gilt

(i) log2=1-1/24+1/3—+...
(ii) dst o > 0, so konvergiert die binomische Reihe Y02 (5 )" gleichmdfig und absolut

fir =1 < x < 1 und stellt hier die Taylorreihe der Funktion (1 + x)® dar (die
Konvergenz wird direkt iiberpriift).

(2b) Dirichletsches Kriterium: > 52, a;b; konvergiert, falls die Folge (3°i_q bi)n=0,1,2,.. be-
schrinkt ist, und falls die Folge (a;) monoton gegen Null konvergiert.

Anwendung: Eine Reihe der Gestalt 3 72 ; ™ heiflt eine Dirichletsche Reihe. Konvergiert
diese fiir x = xg, so auch fiir alle x > xg.

(3) Das Lagrangesche Restglied R;(x) zeigt: Ist f zweimal stetig differenzierbar auf (a,b)
und xo € (a,b), so gilt: zo ist ein relatives Maximum (Minimum) von f in (a,b), genau
wenn f'(xg) =0 und f"(x¢) <0 (bzw. f"(xo) > 0) ist.

Literatur: [Co, Anhang zu Kap. 6; Fi, Bd II, Kap.XI,XII; Ho,§46; BF,9.3]

4. Das Integral *

Wir wenden uns als néchstes der Bestimmung des Flicheninhalts I(F’) eines ebenen Fléchen-
stiicks F' 8 zu, welches von endlich vielen hinreichend glatten Kurvenstiicken begrenzt ist.
Sind diese alles Geraden, so kann F' in Dreiecke zerlegt und daraus der Inhalt I(F') abgelesen
werden. Damit reduziert sich die Berechnung von I(F') auf solche F, die in der kartesischen
(x,y)-Ebene von den Strecken {z =a, y € [0,c1]}, {z € [a,b], y =0}, {z = b, y € [0, c2]} und
nur einer Kurve {x, f(z)} mit f(a) = c1, f(b) = c2 begrenzt wird.

DEFINITION. Eine Teilung T = T,,;, von [a,b] ist eine Folge von n+ 1 Zahlen
a=xp<x1<...<x,=0b

mit 1, = max {z; —x;—1 : 1 <i<mn}. Der Teilung T und einer auf [a,b] beschrinkten
Funktion f(x) sind die folgenden Zahlen zugeordnet:

m; =inf{f(z) : € [r;m1,2]} , 1 <i<n

M; =sup{f(z) : z € [zi1,2i]} , 1 <i<n

s = Yimymi(zi —zi1) , S =0 Mi(xi — xi1);

s heifst die Untersumme, S die Obersumme von f in bezug au T.

"Ab diesem Kapitel wird auf Literaturhinweise verzichtet — inzwischen ist wohl ein Analysisbuch ganz nach
personlichem Geschmack gefunden und ausgesucht.

8spéter auch der Berechnung der Liinge eines Kurvenbogens sowie des Volumens und des Oberflicheninhalts
eines Drehkorpers
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SaTz 4.1. 1) s<S§

2) Ist " eine feinere Teilung von [a,b] als T, d.e., {z; : 0<i<n}C{z; : 0<
Jj <n'}, und ist ', S" Unter- bzw. Obersumme zu T' so gilt:

s>s,58<85.

3) Sind T und T' irgend zwei Teilungen von [a,b], so gilt s < S’ fiir die Untersumme
s von T und die Obersumme S’ von T".

DEFINITION. Setze I = sup{s} und I = inf{S}, wobei Supremum und Infinum dber alle
Teilungen von |a,b] gebildet sind. Die auf [a,b] beschrinkte Funktion f(x) heifit inte-
grierbar auf [a,b], falls I = I. Dieser gemeinsame Wert wird mit ff f(x)dx bezeichnet
und heifit das Riemann-Integral von f iber [a,b].

SATZ 4.2. Die auf [a,b] beschrinkte Funktion f ist genau dann auf |a,b] integrierbar, wenn
zu jedem € > 0 eine Teilung T von [a,b] mit S — s < e existiert.

Es folgt:
(I1) Monotone Funktionen sind integrierbar.
(I2) Stetige Funktionen sind integrierbar.

(I3) Sind f, g integrierbar auf [a, b] und ¢, ¢o reelle Zahlen, so ist ¢; f + cog integrierbar und
es gilt

/ab(qf(a?) + cag(x))dr = ¢y /ab f(@)dx + ez /abg(x)dx

(I4) Fiir a < b < ¢ und sowohl auf [a, b] als auch auf [b, ¢| integrierbarem f gilt

/:f(:n)dx - /abf(:n)dw + /bcf(m)dx

DEFINITION. Fiir a < b und auf [b,a] integrierbarem f setze f(ff(x)dx =— ;' f(z)dx.
Mit dieser Definition bleibt (I4) richtig fiir beliebige a, b, c.

limy, o0 5(Th4,,)

=1
=1
(I6) Sind f und g integrierbar auf [a, b] und gilt dort tiberall f(x) > g(z), so ist auch

[ 1@z [ gy

Sind f und g sogar stetig auf [a, b], so gilt Gleichheit bei den Integralen nur fiir f = g.

(I7) Mit f ist auch |f]| integrierbar auf [a,b] und es gilt
b b
[ f@sl < [ 1 @)lda
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(I8) [Mittelwertsatz] Ist f(x) stetig auf [a, ], so existiert ein £ € (a,b) mit

[ f@e = 56—

Anwendungen:
1) ffdx:b—a
2) ffxdwzﬁ, f;xQda: = %7
3) ffsinxdw = cosa — cosb

(Wihle dazu Teilungen T, ;,, wie folgt: z; = a + il, mit [,, = b_Ta)

SATZ 4.3. 1) (fu(x)) sei eine Folge integrierbarer Funktionen auf [a,b], die dort gleichmi-
Big gegen die integrierbare Funktion f(z) konvergiere. Dann gilt: f(f f(x)dx =

lim f; fn(z)dz.
2) (fn(x)) sei eine Folge integrierbarer Funktionen auf [a,b] deren Summe dort gleich-
mdjsig gegen die integrierbare Funktion f(x) konvergiere. Dann gilt: ff f(z)dz =

1 JP ful(2)d.

DEFINITION. f(z) sei auf [a,b] stetig und c irgendein Punkt aus [a,b]. Fir a < x < b heifit

Flz) = / F(b)dt
ein unbestimmtes Integral von f(x).

Bemerkung: Zwei unbestimmte Integrale von f(z) unterscheiden sich um eine Konstante.

SATZ 4.4. [Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung] Das unbestimmte Inte-
gral F(x) von f(x) ist differenzierbar (in x) und es gilt F'(x) = f(z).

Bemerkungen:

1) Ist f(x) stetig auf [a,b], so ist jede auf einem abgeschlossenen Teilintervall von [a, b]
differenzierbare Funktion F(z) mit F’(z) = f(z) ° ein unbestimmtes Integral von f(z).

2) [ f(x)dz = F(b) — F(a) fiir jedes F wie in 1).
3) d [ = [d = Identitét (bis auf additive Konstante).

9F heiit dann eine Stammfunktion von f
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FOLGERUNG.

f(z) = F(z) =
a+1
a®, a# —1 o
1/x log x
e’ e’
a®*, a>0 | a®/loga
sin T —Ccosx
cosx sin T
1/1 + z? arctan x
log = rlogx — x

SATZ 4.5. [Partielle Integration] f und g seien auf [a,b] stetig differenzierbar. Dann gilt

[ #@)g @z = fla)gla) - [ £@)glarda.

SATZ 4.6. [Substitutionsregel] p(t) sei auf |a,b] stetig differenzierbar und streng monoton.
f(z) sei stetig auf ¢([a,b]) = [o, B]. Dann gilt:

b B
| retne e = [ sy

Beispiele:
/2 27 (mh)* n=2m+1
[ sin” xdxr = (2{2an4§)1!) ! ’ B
0 22m (mI)2 : 7T/2 s n=2m

[t2costdt = x?sinx + 2x cosx — 2sinz + ¢
[*sinktdt = —1/kcoskx + ¢

T _tdt 2

i nhm = Vit +e

Rationale Funktionen :

1) Jede rationale Funktion ist Summe aus einem Polynom und einer echt gebrochen--

rationalen Funktion 22} (p(z),q(x) # 0 Polynome, grad p < grad ¢ oder p = 0).

q(z)

2) Jede echt gebrochen-rationale Funktion ist Summe von

c cx+d
($fa)n’ ((I‘fa)2+b2)” ,a,6,d, 0£bER, n>1
T ¢ _ cloglx —al+c1 , n=1
3) f (t_a>ndt_{ cogle e )

fiir jedes Intervall, das @ nicht enthalt.
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)+01 , n=1

—a

T ct+d
I Ta

2 2
gt = $ log 7(1_?2 b + card arctan(
— 1 +d
27’LE2 ((x_a)2+b2)n71 + chan T f t2+1)n 9 n > ]-

_ 2n—3 dt

dt
4) I* mim = momemT Tas ) @y > 1

Uneigentliche Integrale :

Hier handelt es sich um Grenzwerte

€T

lim/ FO)dt | @ € [a,b) , b < oo
z—b Jq

von auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a,b) integrierbaren Funktionen f. (Bei b

kann f z.B. unstetig sein).

SATZ 4.7. f(x) sei > 0 und integrierbar in jedem abgeschlossenen Teilintervall von |a,b).
g1(z) und go(x) seien auf [a,b) definiert, so dafi entweder
[f(z) < g1(x) , f;)gl(x)dac existiere] oder [0 < ga(z) < f(z) , fng(:U)dx existiere
nicht. |
Dann ezistiert im ersten Fall auch f; f(x)dx, im zweiten Fall existiert ff f(x)dx nicht.

Beispiel : Die Gammafunktion

I'(z) = [a* e ®dx, 2>1
0
— _xzflefz |oo ( fOO z—2 e Tdr
ie,I'(z) = (¢—1)I(2—1), T'(n)=(n-1)!firneN.

In diesem Zusammenhang seien zwei wichtige Formeln eingeschoben:

_ 242 (27’1,)2
) T/2 = lim, o 133 52 2n—1)(2n+1
[Wallis] { . oy ‘(2n—=1)(2n+1)
T = MMn—oo G /m

[Stirling] n!~ n"e™"\/27mn, i.e., der Quotient aus beiden Seiten strebt fiir n — oo nach 1.

5. Kurven und Drehkorper

Unter einer Parameterdarstellung einer Kurve K verstehen wir zwei auf einem Intervall [a, b]
stetige Funktionen x(t) und y(t); die Kurve K selbst ist die Menge der Punkte P(t) =
(2(t)y(t) ER X R, ¢ € [a,)].

Bemerkungen:

1) P(t) hingt stetig von ¢ ab, i.e., Ve > 036 > 0 ([t2 —t1] < § = dist (P(t1), P(t2)) < €);
hier bezeichnet dist (Py, P,) die Lénge der Strecke P P,.

2) Die Kurve K heifit einfach, wenn die Zuordnung ¢ — P(t) umkehrbar eindeutig ist.
Nicht einfache Kurven besitzen also mehrfache Punkte (etwa Doppelpunkte).

3) Eine einfache Kurve ist orientiert: P(¢1) kommt vor P(t2), wenn ¢; < to.
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4) Ist t(7) eine auf [a, 3] stetige und streng monotone Funktion mit Bild [a,b], so kann
K = {P(t)} auch mit dem Parameter 7 dargestellt werden: 7 +— Q(7) = P(t(7)).

5) Existiert die Umkehrfunktion ¢(z) zu x(t), so wir konnen y(t) = f(x) schreiben: das ist

die wohl eher gewohnte Schreibweise fiir eine Kurve 1°.

6) Sind x(t),y(t) stetig differenzierbar auf [a,b], so nennen wir die Kurve K glatt; gilt
noch @(t) # 0 ', so daf also t(x) existiert, erhalten wir aus der Kettenregel

fl@) =5t)/a(t) .

Beispiele: Der Kreis x = acost, y = asint , t € [0,27], a > 0 ist eine geschlossene einfache
glatte Kurve, ebenso die Ellipse = acost, y = bsint , t € [0,27] , a,b > 0.

Flacheninhalt und Kurvenintegral :

Gegeben sei eine stiickweise glatte Kurve K in Parameterdarstellung z(t),y(t), t € [a,b] 2.

Dann heif3t b
/ yde — / y(t)i(t)dt
K a

das Kurvenintegral zu K. Ist K geschlossen, i.e., P(a) = P(b), gibt

_/Kydx — —j{ydm = j{mdy = 1/2]{(wdy—yd$)

den von K eingeschlossenen Fliacheninhalt an, sofern die Orientierung von K so gewahlt ist,
daf8 die Fliche zur Linken liegt 3.

Bogenlédnge :

f(z) sei auf [a, b] stetig differenzierbar; K sei die Kurve {(z, f(x)) : « € [a, b]}.

V14 f/(x)?dx ist die Linge von K.

SATZ 5.1. s =

S—

Bemerkung: Liegt K in Parameterdarstellung x(t),y(t), t € [a, (] vor, so gilt auch s =

JPaT g2 dt.
Drehkorper :

f(z) sei stetig und > 0 in [a,b]. Der Bereich {(z,ys) : « € [a,b], 0 < y, < f(x)} rotiere
um die z-Achse. V bezeichne das Volumen und O den Oberflicheninhalt des entstandenen
Drehkorpers.

0auch die neue Beschreibung von Kurven kann mit unserer Anschauung weit auseinanderklaffen: so gibt
es sogenannte Peanokurven P(t) = (x(t),y(t)) mit stetigen Funktionen x(¢),y(t), deren Punkte ein ganzes
Quadrat ausfiillen

1 der Punkt bezeichnet die Ableitung nach ¢

12 Stiickweise glatt heiBt, daB es endlich viele Teilpunkte a = ap < a1 < ... < a, = b gibt und daB z(t), y(t)
stetig differenzierbar auf [a;—1,a;], 1 <4 < n sind.

13In unserer urspriinglichen Notation y = f (z) hat die von der Kurve f und der a-Achse eingeschlossene

Flidche den Inhalt ’ fab |f(x)|d1‘ .
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SATz 5.2, V=nx/[f(x)%dx, O = 27rjlzf(:v)\/1 + f(x)?dx.

S — o

6. Fourierreihen

Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit der Periode p > 0, falls f(x+p) = f(z) fiir alle

T € R richtig ist. Es folgt f(z +np) = f(x) fiir alle x € R und alle n € Z. Die Substitution

x = £y verwandelt f in eine Funktion f mit der Periode 2 : fy)=f (£y); wir nehmen

deshalb von nun an immer p = 27 an.
Beispiel: ~Trigonometrische Reihen s, (z) = 4 + >_/_;(a, cosvx + b, sinvz).
Bemerkung: Ist f integrierbar, so gilt

T+a T
/ f(z)dx = / f(z)dz fir jedes a € R .

—m+a
DEFINITION. Jede in [—m, 71| gleichmif$ig konvergente trigonometrische Reihe

o0
s(z) = % + Z(al, cosvx + b, sinvr)

v=1

heif$t eine Fouriersche Reihe.
Es stellt sich die Frage, ob jede periodische Funktion, die hinreichend glatt ist, so aussieht.

SATZ 6.1. [Orthogonalititsrelationen der Kreisfunktionen]

/ cosprsinvrdr = 0

—T

0 fir p#v
m fir p=v

™ s
/ COS px cos vx dx :/ sin pz sin vz dz :{

—Tr —T

FOLGERUNG. Fir die Fouriersche Reihe s(x) gilt:

ayzl/Tr/ s(z)cosvedr , v>0

—T

byzl/w/ s(z)sinvedr , v>1.

—T

SATZ 6.2. f(x) sei differenzierbar auf [—m,n| mit f(—=n) = f(m). Des weiteren sei f’ be-
schrinkt und stickweise stetig auf [—m, . Setze

CLV:1/7T/ f(z)cosvedr , v>0

™

b,,:1/7r/ f(z)sinvaeder , v>1.

™

Dann ist f(x) = 5 + > )2 (ay cosvx + b, sinvz) eine Fourierreihe.
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Anhang : Komplexe Zahlen und Fourierreihen

1. Die komplexen Zahlen z € C sind die Vektoren z=a-14+b-i€R>=R-1®R-
mit den Koordinaten a = $(2),b = J(z) € R und der Basis 1,¢. Statt a- 1+ b -4
schreibt man einfach a + ib oder a + bi. Es gelten also die Rechenregeln

a+ib=a+ib < a=a,b=0b; z2=0 <= R(2)=3(2)=0
(a1 +iby) + (ag +ibz) = (a1 + az) +i(by + ba).

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist so definiert :
(a1 +iby) - (ag +ibg) = (aras — b1bo) +i(arbs + agby), also 2 = —1.

C ist ein Korper: das Inverse von 0 # z = a+ib ist f — i# mit |z| = Va? +b? =
Lé&nge von z. Insbesondere geniigen Realteil a und Imaginérteil b einer komplexen Zahl
zo der Linge 1 der Gleichung a? + b = 1, ie., 3! ¢ € [0,27) mit a = cosgp, b =
sin ¢, woraus fiir beliebiges 0 # z € C eine eindeutige Darstellung z = A(cosp +
isiny) mit A = |z| € Rsg, ¢ € [0,27) resultiert. Als Folge der Additionstheoreme der
Kreisfunktionen erhélt man (mit offensichtlicher Notation)

2129 = /\1)\2(cos(g01 + o) +isin(pr + (pg)) , ©1 + @2 modulo 27 gerechnet.

b _ oo (i)™
— £un=0 p!

Die formale Reihe ¢ =cosb+isinb legt die Definition

e® = e*(cosb+isinbd) fiir z = a+ib
nahe; es gilt dann e*17%2 = e*1 4+ ¢*2 und |e*| = e®.

2. Mit Blick auf die trigonometrische Summe % +>"7_;(a, cosvx + b, sinvx) setze man

cosvx + isinva = e"* und entsprechend cos(—vz) + isin(—vz) =e V7.

Dann wird e"™* + e "% = 2cosvz, e¥? — e "?* = 2isinve und

n

n
% + Z(ay cosvx + b, sinve) = _Z: c, e
v=1 v=—n
mit ¢, = @5 (v £0), ¢g=ap/2 (oder a, = ¢, +c_,, by =i(c, —c_y)).
3. In Satz 6.2 diirfen die Voraussetzungen abgeschwicht werden :

f(z) und f'(z) seien stiickweise stetig und beschrinkt auf [—m, |. Dann konvergiert
die Fourierreihe zu f gleichmdflig auf jedem abgeschlossenen Intervall C [—m, ],
das keine Sprungstelle von f enthdlt, und stellt dort f dar. Sie konvergiert auch
an den Sprungstellen xg von f und zwar gegen %(f( lim z) — f( lim x)).

\To x,/xo

Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich die Periodizitét einer Funktion erzwingen.

Die Fourierreihe fiir f(z) = z in [—m, 7] liefert am Punkt /2 die Leibnizreihe
mA=1-1+3—4. ..

Die Fourierreihe fiir f(x) = 22/2 in [—m, 7] gibt bei

x=0: 7/12=1-1+4+§—+...
rT=m7 me=14+1+5+....

30



