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1. KOHOMOLOGISCHE NACHTRAGE

1. Das Cupprodukt
Wir betrachten zwei G-Moduln M; und My und die durch (m1, mg) — mj®msg definierte
Abbildung ME ®; M§ — (M @7 M»)¢ (die G-Wirkung ist, wie immer, diagonal). Fiir
(m1,ma) € Ng(Mi) x Ng(Ms) folgt mi @ mg € Ng(M; ® My). Dies wiederum induziert
die Cupproduktabbildung

HO(G, My) x H(G, M) = HY(G, My ® Ms)

Ohne Beweis geben wollen wir den folgenden Satz an (vgl. etwa Neukirchs Buch Klas-
senkorpertheorie).

SATZ. Sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt es genau ein System von Abbildungen
HP(G, M) x HY(G, Ms) = HPY(G, My @ M)

fiir alle p,q € Z und alle G-Moduln My, My mit

(a) Firp=q=0 ist U die oben definierte Cupproduktabbildung.
(b) Sind M{ — My - M{ und M{ ® My — My ® My — M{ @ My ezakt, dann
kommutiert

HP(G,M}) x HY(G, My) = HPY(G, M) © My)
dx1] dl
HPH (G, M) x HY(G, My) = HPYIFU(G, M| © M)
wobei d stets den jeweiligen Verbindungshomomorphismus bezeichnet.
(¢) Sind M} — My - MY und My @ My — My @ My — My ® MY} exakt, dann
kommutiert

U

HP(G,My) x HU(G, M}) = HPH(G, M, ® MY)
1xd] (—1)Pd |

U

HP(G, My) x HHYG, M) 2 HPH+L(G, My @ M))

Eigenschaften:



U ist assoziativ fiir M7 ® My ® Mj.

U ist antikommutativ: fUg = (—=1)P%g U f (und M1 ® My = My @ My).

Sind f : My — N und g : M — Ny Abbildungen von G-Moduln, so gilt: (f ®
9)(aUb) = f(a)Ug(b).

res(aUb) = res(a) Ures(b)

cor(aUres(b)) = (cor(a))Ub

Beispiel und Erinnerung: Sei G = (g) zyklisch. Dann ist AG = ZG(g — 1) und wir
haben die kurze exakte Sequenz Z — ZG — AG, wobei die erste Abbildung durch
l— G =3 cqz und die zweite durch 1 +— g — 1 gegeben ist. Durch Zusammensetzen

G _
mit AG — ZG — Z erhalt man die exakte Sequenz Z — ZG 9= 76 - 7 und damit
HY(G,M) = H?"%(G, M) fiir alle ¢ € Z. Es gilt nun: Ist H*(G,Z) ~ Z/n erzeugt von
a, so induziert — U a einen Isomorphismus H4(G, M) ~ HIT2(G, M).

. Der Herbrandquotient

DEFINITION. Fir einen endlich erzeugten G-Modul M setze hy(M) := |HY(G, M)|.
h(M) := ho(M)/hi(M) heifit der Herbrandquotient von M.

LEMMA. Sei G zyklisch. Dann gilt:
(a) h(M) = h(M"h(M"), falls M' — M — M" exakt ist.
(b) M endlich = h(M) =1

. Kohomologische Trivialitdat

DEFINITION. FEin G-Modul M heifit kohomologisch trivial (c.t.), falls HY(U, M) = 0 fir
alle ¢ € Z und alle Untergruppen U von G gilt.

Als Beispiel kennen wir bereits die (ko-)induzierten Moduln. Wir wollen nun einige
Kriterien fiir kohomologische Trivialitdt herleiten. Die wichtigste Beobachtung dabei
beschreibt folgender

SATZ. Sei G eine endliche p-Gruppe und M ein G-Modul mit pM = 0. Falls H1 (G, M) =
0, so ist M frei iber FpG.

Wir skizzieren den Beweis fiir endlich erzeugtes M. Da Mg von p annulliert wird, ist
Mg ein Fp-Vektorraum. Wir liften eine Basis hoch nach M und bezeichnen den F,G-
Aufspann davon mit M’. Wir definieren M” iiber M’ ~— M — M". Da M{, ~ Mg, ist
M. = 0 und damit auch M” = 0 nach dem

LEMMA. Sei G eine p-Gruppe und M ein endlich erzeugter F,G-Modul. Dann gilt:
Mg=0 = M =0.

Also erhalten wir M = M’. Weiter wihlen wir eine iiber F,G freien Modul F mit
F — M. Der Kern ist dann nach einem &hnlichen Schluff wieder trivial.

Fiir das Lemma zeigt man induktiv, dak die invertierbaren Elemente in F,G gerade die
c € FpG \ AG sind. Damit ist F,G ein lokaler Ring mit maximalem beidseitigem Ideal
AG. Die Behauptung liefert jetzt Nakajamas Lemma.

Wir fassen die Folgerungen aus obigem Resultat im folgendem Satz zusammen. Sie
beschreiben die bereits angesprochenen Kriterien fiir kohomologische Trivialitit.



SATZ. (a) Sei G eine p-Gruppe, M ein G-Modul mit pM = 0. Dann sind dquivalent:

i. M st frei iber FpG.

1. M ist induziert.

1. M ist c.t.

w. HI(G,M) =0 fiir ein q € Z.

(b) Sei G eine p-Gruppe, M ein G-Modul ohne p-Torsion. Dann sind dquivalent:

1. M st c.t.

i. HI(G,M) = HiTY (G, M) = 0 fiir ein q € Z.

iii. M/p ist frei dber F,G.

(¢) SeiG eine p-Gruppe, M ein Z freier G-Modul und c.t. Dann ist auch Hom(M, A)
c.t. fiir alle Z-freien G-Moduln A.

(d) Sei G eine endliche Gruppe, M ein Z-freier G-Modul. Dann gilt: M ist pro-
jektiw dber ZG <= M ist c.t. dber ZP fir alle p-Sylowgruppen P von G.
Insbesondere ist projektiv aquivalent zu [c.t. und frei tiber Z].

(e) Sei G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul. Dann sind dquivalent:

i. HI(P,M) = HITY(P,M) = 0 fiir alle p-Sylowgruppen P von G und ein
q=q(p).
1. M st c.t.
i1, pdza(M) <1
Insbesondere: pdza(M) <1 <= pdya(M) < co.

4. Technische Anwendungen; ein Satz von Tate

SATZ A. G sei endlich und f : M — M' eine G-Modulabbildung. Fiir die in der Ko-
homologie induzierte Abbildung f : HY(P, M) — H'(P,M’), wobei P alle Sylow-
untergruppen von G durchlaufe, gelte: fO ist surjektiv fir ein i = n = n(P),
bijektiv fiir i = n + 1 und injektiv fir i = n + 2. Ist dann N ein G-Modul mit
Tor(M,N) = 0 = Tor(M’,N), so ist £ : H(U,M ® N) — H(U,M’ & N)
bijektiv fiir alle i € Z und alle Untergruppen U < G.

Beweisskizze: Setze M = Homy(ZG,M) D M, X = MaoM,f:M—X,m—m-+
f(m),Y = X/f(M). Dann haben X und M’ dieselbe Kohomologie, da M koinduziert
ist, und deshalb ist HY(P,Y) = 0 fir ¢ = n,n+ 1, also Y c.t.. Nun ist X eine direkte
Summe aus den Z-Moduln M und M’, woraus zuerst Tor(X, N) = 0 und daraus dann
Tor(Y, N) = 0 resultiert. Somit ist auch Y ® N ct. und M @ N — XN - Y @ N
liefert H4(U,M ® N) ~ H1(U,X ® N). Aber zufolge der Definition von X gilt auch
HY(U, X ® N) ~ HY(U,M' ® N).

FOLGERUNG. L, M, N seien G-Moduln und ¢ : LxM — N eine bilineare, G-invariante
Abbildung. Weiter seien ein a € H1(G, L), eine Untergruppe U < G und ein G-
Modul Q so gegeben, daf$ die vom Cupprodukt mit Tesga und @ induzierte Abbildung

frU,Q): H" (UM ® Q) — H" (U, N ® Q)

fiir alle U = P und ein n = n(P) surjektiv, fir n + 1 bijektiv und fir n + 2
injektiv ist. Dann ist f,(U,Q) bijektiv fir alle n € Z, U < G und alle Q mit
Tor(M, Q) = 0 = Tor(Q, N).



Der Beweis geschieht durch Dimensionsverschiebung ¢ — 1 — ¢; ¢ = 0 ist Satz A.

SATZ B. Gegeben sei ein a € H*(G, M), dessen Restriktion auf jede Sylowuntergruppe
P Erzeugendes von H?(P, M) mit der Ordnung | P| sei; auferdem gelte H' (P, M) =
0. Dann stiftet das Cupprodukt mit resg(a) einen Isomorphismus H™(U,Q) ~
H" 2(U,M ® Q) fiir alle n € Z und alle U < G, sofern Tor(M, Q) = 0 ist.

Dazu setze in der Folgerung das dortige M =Z und L = N = das neue M, sowie ¢ = 2,
und wihle ¢ : M x Z — M kanonisch; n(P) = —1.

FOLGERUNG. In obiger Situation ist das Cupprodukt mait resg(a) ein Isomorphismus
H™(U,7Z) ~ H"2(U, M).

2. KOHOMOLOGISCHER AUFBAU DER KLASSENKORPERTHEORIE, 1

Es sei K ein lokaler Korper oder ein Zahlkérper und Gk seine absolute Galoisgruppe. Wir
betrachten die offenen Untergruppen G < Gy fiir alle endlichen Erweiterungen L/K. Ein
Gr-Modul ist per definitionem ein ZG g-Modul M mit der Eigenschaft

Vme M3IL/K :{oc € Gk :m° =m} =GL.
Wir schreiben My, fir M%t = {m € M : m° = m(Vo € Gr)} = H°(Gr, M) mit dem
gewdhnlichen H°. Beachte M = J; M.

Ist L/F eine galoissche Erweiterung von {iber K endlichen Koérpern, so ist G(L/F) = Gr/Gp,
und H°(G(L/F), M) = Mp. Galoissche Erweiterungen L/F und L'/F’ mit L C L' und
F C F' liefern Gruppenabbildungen

G(L'/F') - G(L/F)
N /
G(L/F")

und in der Kohomologie die Inflation (fiir ¢ > 0), HY(G(L/F), M) — HY(G(L'/F), M),
die Restriktion und Corestriktion (fiir alle ¢ € Z), HY(G(L/F), M) = HY(G(L/F'), Mp),
sowie die Konjugation mit o € Gg, HI(G(L/F), M) — HY(GI° /F?, M-)), wieder fiir alle
qE€ .

Satz. Ist K lokal, so erfillt M = (K°¢)*

1. HY(G(L/F),M) =0

2. Jinvp : HX(G(L/F), M) — Q/Z, so daf das Bild im (invg) die zyklische Unler-
gruppe der Ordnung [L : F] von Q/Z ist und

inv pires pypr = [F' @ Flinvpy

gilt.



Dabei ist 1. Hilberts Satz 90 und 2. eine Folgerung aus den Ergebnissen des néchsten Para-
graphen.

Ist K global, so liefert My, = Cf,, die Idéleklassengruppe von L (an Stelle von L*), denselben
Satz. Der Beweis wird dann aber erheblich schwieriger.

3. DIE BRAUERGRUPPE EINES LOKALEN KORPERS

K sei endlich iiber Q, mit Ganzheitsring o, maximalem Ideal p, Primelement 7, Restklassen-
koérper k£ und Bewertung v. D sei ein zentraler Schiefkorper iiber K der Dimension s2. Die
folgenden Beobachtungen zeigen unter anderem, daf v eindeutig zu einer Bewertung w von
D erweitert werden kann und daf es in D, wie in K, einen Ganzheitsring O gibt.

1. Ist f(x) € K[x] irreduzibel und normiert, so impliziert f(0) € o, dal f(z) € o[x] liegt.
(Das ist im wesentlichen Hensels Lemma.)

2. Sei d € D. Das (reduzierte) charakteristische Polynom von d hat Grad s und ist eine
Potenz der irreduziblen Gleichung fg(x) von d iiber K (dem Minimalpolynom von d).

3. Definiere: D > d heife ganz, falls nr(d) ganz in K ist.
Die reduzierte Norm von d, nr(d), ist der konstante Koeffizient vom charakteristischen
Polynom von d.

Somit: d € D ganz <= f4(x) € o[x] und

die ganzen Elemente von D bilden einen Ring O

0 C9O

(a)
(b)
(¢) zu d € D gibt es ein a € 0 mit ad ist ganz
(d)
()

© ist iiber o endlich erzeugt und hat den Rang s?

alle Ideale sind zweiseitig und Potenzen des Hauptideal IIO, wobei II ein Element
in D ist, so daf nr(II) minimalen positiven Wert habe

(f) jedes 0 # d € D ist schreibbar als d = II% mit § € Z und € € O%; w(d) = 6
definiert die Bewertung von D

(g) ©/II ist ein kommutativer Kérper vom Grad f iiber k

(h) e=w(m) und f erfiillen e = f = s

(i) mit [k = g gilt ¢ % ¢o_1 € D; es gibt ein I € D* mit
It =¢%, (r,s)=1,I° =71

(j) D ist durch r eindeutig bestimmt und zu jedem r existiert ein D € Br(K) vom
Schurindex s.

Fiir die letzte Aussage gehe man auf die kohomologische Beschreibung zuriick: Unser D ist das
verschrinkte Produkt (K,/K,o,7" ) mit der unverzweigten Erweiterung K,/K vom Grad s,
dem Frobeniusautomorphismus ¢ € G(K;/K) und 7 < s so, dak r - = 1 mod s gilt
(wir vergessen im folgenden r und schreiben dann r fiir /). Man sieht: diese Beschreibung
ist unabhingig von der Wahl des Primelementes m in K, da alle Einheiten aus K Normen
von K sind; aus dem gleichen Grund liefern verschiedene r verschiedene D. Lassen wir die
Voraussetzung (r,s) = 1 fallen, so erhalten wir noch zentral-einfache K-Algebren, aber nicht



unbedingt mehr Schiefkérper; allerdings gilt (Ks/K,0,7") ~ (Ky/K,o',7""), wenn = Z—:
mit teilerfremden 7/, s’ geschrieben wird und Ky die unverzweigte Erweiterung von K vom
Grad s’ und o’ deren Frobeniusautomorphismus bezeichnet. Genau dann ist (Ks/K, o, 7") ein

Schiefkérper, wenn (r,s) = 1 gilt.

FOLGERUNG. Ordnung in Br(K) und Schurindex stimmen iberein. De weiteren ist jeder lo-
kale Schiefkorper zyklisch (enthdlt also mittig einen tiber K zyklischen [ndamlich unver-
zweigten| kommutativen Teilkorper).

Die Definition der Invarianten ist nun offensichtlich :
inwvg(Ks/K,o,7") =7r/s modZ (in Q/Z).

Multiplikativitat und Injektivitét sind nach obigem klar; die Kommutativitdt des Diagramms

Br(K) nE Q/zZ
L®x—1] . [L:K]|
Br(L) = Q/Z

rechnet man fiir endliche Erweiterungen L/K ohne weiteres nach. Das Diagramm hat die
Folgerung

Ist L/ F galoissch endlich, so istinvp(H?*(G(L/F),L*)) die zyklische Untergruppe
der Ordnung [L : F| in Q/Z.

L zerfillt D € Br(K) <= sp | [L: K]
Jede Erweiterung L/ K vom Grad | sp lGfit sich in D einbetten.

4. KOHOMOLOGISCHER AUFBAU DER KLASSENKORPERTHEORIE, 2

Als Anwendung des Satzes aus §2 erhalten wir

Sei L/F galoissch endlich und F' ein Zwischenkirper. Dann ist die Restriktion
ves p/ g+ H*(G(L/F),L*) — H*(G(L/F'),L*) surjektiv und die Korestriktion
corpryp s H*(G(L/F'),L*) — H*(G(L/F), L*) injektiv; des weiteren gilt

invpocorpp =inve und invypyoo =invp Vo € Gk.

Mit  upp € H?(G(L/F),L*) werde die Fundamentalklasse von L/F bezeichnet, also
invp(ur,p) = 1/[L : F] € Q/Z. Offenbar gelten die Gleichheiten

L infl prjp (upr/p) = [F': Flugp falls F'/F galoissch ist
2. res L/F(UL/F) =ur/p
3. COI‘L/F/(’LLL/F/) = [F/ : F]uL/F

4. uUL/UF = O'(UL/F) fiir o € GK .



Und Tates Satz liefert die Isomorphismen Cupprodukt mit der Fundamentalklasse
HY(G(L/F),z) 2% H"™2(G(L/F), L"),
dessen Umkehrung, fiir n = —2, wir die Reziprozititsabbildung
F*/Np pL* = G(L/F)™, a~ (a,L/F)

nennen. Beachte hier H2(G(L/F),Z) = G(L/F)® (kanonisch, nimlich wegen AG — ZG —
Z)und 0 = 072 : G(L/F)* — F* /N ;pL* .

FOLGERUNG. Ist L/F galoissch endlich und Ly, die grofite diber F abelsche Erweiterung in
L (also G(L/F)* = G(La/F)), so gilt

Np/p(L™*) = Ng,, p(Ly,) -

0" vertauscht mit der Restriktion und der Korestriktion; fiir die Reziprozitdtsabbildung haben
wir die Formel

(%) x((a, L/F)) = invp(a - dx),

wobei x € Hom(G(L/F),Q/Z) (der Dualgruppe von G(L/F)*) und d : HY(G(L/F),Q/7) =
Hom(G(L/F),Q/Z) — H*(G(L/F),Z) der Verbindungshomomorphismus ist. Im Beweis die-
ser Formel geht die Gleichung

HYG,B) -Z H YG,B)
f —

ein, in der 7 € G** = H~2(G,Z) = AG/A%G dem o — 1 € AG entspreche und das Urbild o
in G habe.

Schliefslich sehen wir die folgenden kommutativen Quadrate, induziert von der Korestriktion
in Dimension 0 bzw. -2, der Restriktion in Dimension 0 bzw. -2 und der Konjugation fiir
die ersten drei Diagramme (im Uhrzeigersinn). Das vierte Diagramm, fiir den Kérperturm
L D F' D F mit galoisschem L/F und galoisschem F’/F resultiert aus obiger Formel (k).

N

F/>< AN F>< F>< i Fl><
! ! ! !
GL/Fy™ 2% GL/F®  GIL/F)™ Y G(L/F)®
F* = (oF)* F — F*

! ! ! !

G(L/F)*® % G(oL/oF)®  GL/F)*® 2% G(F'/F)*

Als Anwendung des letzten Quadrates und des Reziprozitéitsisomorphismus erhalten wir schliefs-
lich fiir abelsche Erweiterungen Li/K und Lo/K zuerst, dal

NpykLi "Ny, Ly = Np, 1,k (L1L2)™

und daraus, daf die Korrespondenz [L/K abelsch «» Ny, L* | eineindeutig ist.



SATZ. Die Normengruppen der endlichen abelschen Erweiterungen von K sind genau die
Untergruppen von K, die ein KX fiir ein m € N enthalten. Es sind damit genau
diejenigen Untergruppen oberhalb (mf) x U[(?) mit f € N, n € Z>q, oder, in topologischer
Sprechweise, die offenen Untergruppen von endlichem Indez.

Bemerkung: Die zu diesen ausgezeichneten Untergruppen gehorigen abelschen Korpererwei-
terungen von K heifen Klassenkdrper. Jede endliche abelsche Erweiterung von K ist also
Teilkorper eines geeigneten Klassenkorpers.

Ein Beispiel: Im unverzweigten Fall (L = Kj) ist ug,/x représentiert von (Ks/K,o0,m) €
HY(K,/K,K}) C Br(K) und es gilt (a,K;/K) = 0® mit v(a) = a. Dies resultiert aus
Anwendung der exakten Sequenzen (mit G = (o) = G(K/K))

(0_»—1)

AG—2G 17 . 725726 5" AG

(die beide iiber Z zerfallen), indem man o € G zuerst mit o° — 1 € H~1(K;/K,AG) und
dann mit ¢ in H°(K,/K,7Z) identifiziert (¢° — 1 hat das Urbild ‘:__11 in ZG, worauf nun Ng
anzuwenden ist, um nach H°(K,/K,Z) zu kommen: beachte aber, daf Z iiber Ng in ZG
eingebettet ist). Als Folgerung erhilt man eine erste Verzweigungsaussage iiber die Reziprozi-
tatsabbildung, namlich ist L/ K abelsch, so ist das Bild der FEinheitengruppe Ux von K unter

der Reziprozitatsabbildung die Trigheitsgruppe Go von G = G(L/K).

Eine Frage (an ME; ‘man versuche, den kohomologischen Apparat zu vermeiden’): G =
G(L/K) sei abelsch und x ein Charakter in G. Definiere eine Paarung G x K*/Np g L* —
Q/Z iiber (x,a) = (Ly/K,0y,a) € Br(K), wobei L, der Fixkérper von kery < G in L ist
und o, durch x(oy) = e2™/[Lx*E] definiert sei. Ist diese Paarung nicht ausgeartet, so daf also
ein Isomorphismus G ~ K* /Ny i L™ resultiert? Welche Eigenschaften hat der?

Der globale Fall : man zeigt, dak die Ersetzung der Galoismoduln L* durch Cf, zu den fiir den
globalen Fall analogen Ergebnissen fiihrt. Im Existenzsatz ist jetzt die topologische Sprechwei-
se die geeignete (die Normengruppen sind die abgeschlossenen Untergruppen von endlichem
Index in Cx und dies sind die Obergruppen von C}' = Jg /K mit Jg =[], Up("") und Up(n’”)
der Einseinheitengruppe der Stufe n, in K, bei endlichem p und = Ry, R*,C* im Falle eines
reellen p mit n, = 1, bzw. mit n, = 0, bzw. eines komplexen p; m ist das Tupel der n, > 0
(mit der genannten Einschrinkung fiir reelle Stellen) und von denen fast alle = 0 seien).

5. KRONECKER-WEBER

Der Satz, nach obigen Herren benannt, hat eine globale und eine lokale Version, ndmlich
ist K/Q endlich abelsch, so gilt K C Q((y) fir geeignetes n
sowie

ist K/Qp endlich abelsch, so gilt K C Q,((y) fiir geeignetes n.

Damit sind also die Einheitswurzelkérper sowohl die sdmtlichen Klassenkorper iiber Q als
auch iiber Q.

1. Riickfiihrung der globalen Aussage auf die lokale. Sei dazu K/Q abelsch und V = {p
Primzahl, p verzweigt in K }. Wihle geméf der lokalen Aussage ein n mit K, C Q,((y)
fiir die (endlich vielen) p € V' (mit p[p) und setze m = [y ny, wobei n;, die hochste
Potenz von p in n ist. Man zeigt nun K ((p) = Q((m), also K C Q(¢,). Und zwar so:



(a) Ist p verzweigt in K((p,), soist p € V.

(b) Die Verzweigungsgruppe von K (()/Q bei p (also die der lokalen Galoisgruppe)
hat eine Ordnung < ¢(n,), weil K(Cn)p = Ky (Gn) C Qp(Cnynr) mit ptn'.

(©) ey Go(K(Gm)p/Qp)l < Tlpey ©(np) = ©(m) = [Q(Gm) : Q
(d) Der Fixkorper von [ oy Go(K((m)p/Qp) ist unverzweigt iiber Q, also = Q, und
damit ist diese Gruppe = G(K ((m)/Q).

(€) |GK(Gm)/Q))] < [Q(¢m) = Q.

2. Beweis der lokalen Aussage. Dazu reicht es, Korper K/Q, mit Gruppe G(K/Q,) = Z/I™
fiir Primzahlen [ zu betrachten.

l#p F/Qp sei die maximal unverzweigte Erweiterung in K/Q,. Sicher gilt F' = Q,(()
fiir ein geeignetes . Weiter ist K/F rein und zahm verzweigt, also K = F({/7F)
mit r = [K : F], prim zu p. Schreibe mp = —pe mit einer Einheit € € F. Es folgt

i. F(/e)/F ist unverzweigt, weil p { r; insbesondere ist F(1/€)/Q, unverzweigt
und also Q,(v/€)/Qp abelsch und enthalten in einem Einheitswurzelkérper.

ii. Qp(v/e) C K, also ist auch Q,(y/7F)/Qp abelsch.
iii. Qp(v/—p)/Qp ist abelsch und rein verzweigt, somit (pr € Qp und 7 | p — 1.

iv. Wegen Qp((p) = Qp(7+/=p), ist damit Qp(3/=p) C Qp((p).

[ =p# 2 Sei F die unverzweigte Erweiterung von Q, vom Grad p” = ["* und L der Teilkorper
von Qp(¢ym+1) vom Index p — 1. Wire K nicht in FL enthalten, so hitte das
Kompositum K FL eine Gruppe vom Typ Z/p™ x Z/p™ x Z/p™ mit m’ > 1 iiber
Qp, und die wiederum eine Faktorgruppe vom Typ (Z/p)3. Zum entsprechenden
Teilkorper gehort dann eine Normengruppe N mit

Q% = (p) X (Gp1) X UL 5 N> <pf> « U™

(fiir ein Paar (f,7) € N x N) mit Q,*/N = (Z/p)>. Das ist aber unméglich, weil

(M) /U™ zyKlisch ist (erzeugt von 1+ p).
| = p = 2 Die Diskussion verliuft analog zur vorhergehenden, nur daf jetzt Q2((om+2) (statt
Qp(¢ym+1)) betrachtet wird und man auf eine Faktorgruppe des Typs (Z/2)? stoft.

6. LUBIN-TATE

In diesem Kapitel werden die Klassenkérper zu den Normgruppen (7f)U }? ) konstruiert. Neben
der Originalarbeit von Lubin und Tate ist Neukirchs Klassenkdrpertheorie eine gute Quelle.

Wir gehen etwas direkter vor. Wie frither fixieren wir eine endliche Erweiterung K/Q,, den
Ring der ganzen Zahlen o in K, darin ein Primelement 7 und die Ordnung ¢ des Restklassen-
kérpers k. Im ersten Schritt wird mit Hilfe von Potenzreihen (formale Gruppen) gezeigt, daf
der Korper Ly ,, der durch Adjunktion der Wurzeln von einer aus 27 + 7o = 0 abgeleiteten
Gleichung an K entsteht, eine rein verzweigte abelsche Erweiterung von K mit Galoisgrup-

pe >~ UK/UI(?) ist. Im néchsten Schritt wird gezeigt, daft mit K™ def U, Ks, der mazimal
unverzweigten Erweiterung von K 1, K™ L. ,, unabhiingig von der speziellen Wahl des Prim-

elementes 7 ist. Und schlieklich, im dritten Schritt, wird die Artinsche Reziprozitatsabbildung

fir K™ Ly ,,/ K berechnet und, mit L def U,, Lz, K® = K™ nachgewiesen.

'Ks/K ist, wie zuvor, die unverzweigte Erweiterung vom Grad s



1. o[[T] bezeichne den Potenzreihenring in der Variablen T {iber o; gelegentlich mag 7" auch
endlich viele voneinander unabhéngige, vertauschbare Variable abkiirzen. Wir betrachten
nur solche Potenzreihen in ol[T]], die fir T = 0 Null ergeben. Man sieht sofort, dafs
die Substitution von T durch eine solche Potenzreihe nicht aus o[[T]] hinausfiihrt. Ist
f(T) € o[[T]] mit £(0) = 0, so bezeichne fI™(T") das Ergebnis vom n-maligen sukzessiven
Einsetzen von f fiir T. Im folgenden ist f(T) = T9+ «T.

(a) fiii(T) = fl=1(T)(fIn-1] (T)q_1 + m), und der rechte Faktor ist ein Eisenstein-
polynom vom Grad (¢ — 1)¢g"! = |UK/UI(?)|. Ist also ag eine Wurzel dieses Ei-
sensteinpolynoms (und damit von f"(T)), so erzeugt ag eine Erweiterung von K

vom Grad |UK/UI(?)|.

(b) Die Gleichung f"/(T) ist separabel und hat ¢" Wurzeln. Der Gesamtheit Wi,
dieser kann eine o-Modulstruktur aufgeprigt werden, so daff Wy, ~ o/7™ wird.
Insbesondere folgt [Lr, : K| < \UK/U[(?)| und weiter L, = K(ap) und die
Gleichheit [Lr, : K] = \UK/U[(?)|, sowie daf Ly, /K rein verzweigt abelsch mit
C(Lpn/K) ~ Uk JUD ist.

Die o-Modulstruktur auf Wy, resultiert dabei aus einer neuen o-Modulstruktur vom
maximalen Ideal pr, von Ly, und die wiederum aus dem folgenden Hilfssatz :

Es existieren eindeutig bestimmte Potenzreihen F(X,Y) € o[[X,Y]] und, fiir
a€o, A(T) € o[[T]] mit

F(X,)Y)=X+Y modgrad2, f(F[X,Y))=F(f(X),f(Y))
A(T) =aT mod grad2, f(A(T))=A(f(T)).
Es folgt unmittelbar 2

FX,)Y)=F(Y,X), F(F(X)Y),Z) = F(X,F(Y, Z))
A(F(X,Y)) = F(A(X), A(Y)) , A(B(T)) = (AB)(T), (A+ B)(T) = F(A(T), B(T))
(7)) = f"(T) mit II(T) <~ 7 € 0.

In eine Potenzreihe ohne nullten Koeffizient konnen Elemente aus L, vom Wert > 0
eingesetzt werden mit einem Ergebnis wieder vom Wert > 0 in L ,. Damit erhilt man
auf dem maximalen Ideal pr, von Ly, eine von F(X,Y) gestiftete neue Addition und
eine von A(T) gestiftete skalare Multiplikation mit a € o, namlich tiber:

a1 ®ag=Flag+az),a0a=A(a),
und damit gilt dann

Wen~o/m" und Aut,(Wr,) = UK/U](?) )

2. Die Abhéngigkeit von der Wahl von 7 geht erst nach dem Kompositum von Ly , mit der
maximal unverzeigten Erweiterung K™ von K verloren: Sind mq, 7o zwei Primelemente
von K, so gilt K™ Lz, , = K™ L, ,, . Dies folgt aus der Beobachtung

2dabei gehort B(T) zu b € 0 und (AT B)(T) zu ath
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(a) Ist mo = umy, so existiert eine Einheit € in der Komplettierung K™ yon
K™ (beziiglich der diskreten Bewertung auf K™) mit u = €°~1, wobei
o die stetige Fortsetzung des Frobeniusautomorphismus von K™ /K auf
KT gst.

(b) Es existiert eine Potenzreihe P(T) mit ganzen Koeffizienten aus K™ und
folgenden FEigenschaften

i. P(T)=¢eT mod grad2, P?(T) = P(Uy(T))

i. P(F1(X,Y)) =F(P(X),P(Y)), P(Ai(T)) = Aa(P(T)) .
Hier bezeichnet Uy die zu w hinsichtlich f1(T) = mT + T gehorige Po-
tenzreihe; entsprechend Fyi, Fo, A1, As.

Der Ubergang zu K™ ist deshalb erforderlich, weil erst im Restklassenkorper k¢ von K™
Gleichungen der Form 29 — uz = 0 l6sbar werden und Losungen dann mittels Hensels
Lemma in die Komplettierung K™ von K™ hochgehoben werden kénnen, so also ein €
mit €7 — ue = 0, i.e., €71 = u, liefern.

Die ersten beiden an P(T") gestellten Bedingungen gehoren zusammen und fiithren we-
gen €1 = u in der schon frither gezeigten Art zu einer Potenzreihe mit diesen beiden
Eigenschaften. Eine leichte Verallgemeinerung des Hilfssatzes aus dem ersten Schritt
ist vonndten, um das so gefundene P(T) noch abandern zu konnen, damit auch die
beiden weiteren FEigenschaften gelten. Im Hilfssatz kann n&mlich ohne extra Miihe
f(T) = T9 + 7T durch eine Potenzreihe f(T) = T9 + 7T mod 7T? ersetzt werden
und dartiber hinaus fithren zwei solche fi, fo (zum selben Primelement 7) zu Potenzrei-

hen Fi(X,Y), Fo(X,Y), A1(T), As(T) mit

F(X,Y)=X+Y mod grad2, F;(fi(X), fi(Y)) = fi(F(X,Y)) (i=1,2)
A12(T) = aT  mod grad2, fi(A12(T)) = A12(fo(T)) &ec.;

schlieflich gilt noch Wy, ,, ~ Wy, , bei Anwendung von Aq2(T).

Da ¢ eine Einheit ist, existiert eine Potenzreihe Q(7") mit Q(0) = 0 und (P(Q(T)) =T.
Damit liefert P einen Isomorphismus zwischen W, ,, (mit der Fy-Struktur iiber o) und

Wiy n (mit der Fp-Struktur iiber o). Es resultiert I/(ELWML = I/(HrLﬂz,n und deshalb
auch K™ Ly, = K" Ly, .

Bemerkung: Auch die Normgruppen (m)U I(? ) hingen von 7 ab!

3. Betrachte nun die Koérper K™ Ly ,,. Deren Galoisgruppen sind zu G(K™/K) X Grpn =

7 x UK/UI(?) isomorph; Z ist vom Frobenisautomorphismus o erzeugt. Die Artinsche
Reziprozititsabbildung 3 (—, K"Lyn/K): K* — 7Zx Gr,p sendet

a=r1"ue K* auf (o™, (7"u, K" Lan/K) L)

denn bei unverzweigten Erweiterungen ght 7 auf ¢ und Einheiten auf 1 — und dies
ist vertraglich mit der Limesbildung K™ = J, K wegen des vierten Diagramms (S.7)
beziiglich des Verhaltens des Normrestsymbols. Dieses Diagramm liefert dariiber hinaus

(ﬂ-mua Kanﬂ’,n/K)\Lmn = (ﬂ-mua Lﬂ,n/K) = (uv LTr,n/K) ;

3auch das Normrestsymbol genannt
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letzteres, weil m Norm aus Ly, ist. Wir miissen nun (u, Ly ,,/K) ausrechnen.
Dazu definieren wir eine zweite Abbildung

Op KX = Z X Grpy O(mMu) = (0™, Pr(u))
wobei @, (u) der Automorphismus W, > a— U () sei.

Man erinnere sich hier an G, =~ UK/U[(?) , Tu < U(=); U™ ist natiirlich durch
UU~NT)) = T definiert.

Man zeigt nun, dafs ®, das Normrestsymbol ist und niitzt dazu aus, daft K* von
den Primelementen erzeugt und unsere beiden Abbildungen multiplikativ sind, sowie
K" Ly, = K"Lg, p fir m = ur. Auf 7 selbst stimmen beide Abbildungen natiirlich
iiberein und (1, K™ Ly n/K) = (0,1) € Z X Gy s ®x(m1) = (0, ®r(m1) 5y, ,.) - AlsO
miissen wir ®~(7m1)|c,, , = 1 zeigen, d.h.

O, (m)(Pla) = Pla) fiir e Wy,

(weshalb P(a) € Wr, ). Dies resultiert aus der zweiten Eigenschaft der Potenzreihe
P(T) € K™[[T]] aus 2., auf der ®,(7) wie o wirkt (aber ®,(7) wirkt nicht auf «).

Bemerkungen :

(a) Es gilt also (u, Lyn/K) = [a — U~1(a)]. Das weist <7TS>UI(<”) als Normgruppe
von KLy, aus (vgl. Aufgabe 6) und liefert explizite Reziprozitéitsgesetze, wenn
man die Potenzreihen U kennt. Z.B. fiir Q,(¢)/Qp, mit einer primitiven p¥-ten
Einheitswurzel ¢, erhilt man (up™,Q,(¢)/Q,)(¢) = ¢! mit t = u=! mod p* bei
Z/p]C = Zp/pk~

(b) Da die KsLyy die simtlichen Klassenkorper sind, folgt Kab = Kooy

7. GLOBALES

Es wurde bereits bemerkt, dall im Zahlkorperfall, also fiir endlich abelsche Erweiterungen L/K
von Zahlkérpern, die Idéleklassengruppe Cp von L die Rolle der im Lokalen erscheinenden
Gruppe L* iibernimmt und daf eine globale Klassenkdrpertheorie auf

HYL/K,Cp)=1 und H?*(L/K,Cp) ist zyklisch von der Ordnung [L : K] plus ...
aufbaut. Wir werden uns im folgenden mit der Bedeutung dieser beiden kohomologischen

Eigenschaften von Cr, beschéftigen.

Vorab eine kohomologische Vorbereitung. Es bezeichne Jr, die Idélegruppe von L und, fiir eine
endliche Menge von Primstellen p von K, die alle in L verzweigten p enthalte, J *Lg die Gruppe

H‘mPQS Ugp % Hq3|pes L%- Es gilt dann

HUL/K, J1) = @) HY Ly /Ky L)) . HUL/K, TF) = [] HY Loy /K L)
p peS
wobei PBo irgendeine iiber p gelegene Stelle von L ist. Das folgt aus H‘Blp Up = ind gwo Us,

(und entsprechend fiir Ly statt Uyp) und aus HY(Gy, Uy) = 1, falls P[p unverzweigt ist: denn
dann ist die Zerlegungsgruppe Gy zyklisch und alle Einheiten sind Normen, i.e., H? = 1, und
HY(Gy, Ly) = 1 erzwingt HY(Gg,Usy) = 1 wegen Ugp — L) — Z. Man vergewissere sich hier,
dafs die Kohomologie mit der Bildung direkter Summen und direkter Produkte vertriglich ist,
weil dies fiir den Hom-Funktor zutriftt.
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Satz 1. 1. HY(L/K,Cy) = 1 fiir zyklische L/K impliziert die Injektivitit von Br(K) —
@D, Br(K,) wobeip die simtlichen (also auch die archimedischen) Primstellen von
K durchliuft. Die Brauerabbildung ist von A — K, @k A induziert; vgl. Aufgabe
3.
2. Umgekehrt impliziert die Injektivitit der Brauerabbildng Br(K) — D, Br(XK,) die
Trivialitit von H'(L/K,Cy) fiir jedes galoissche LK.

8. HY(L/K,Cy) =1 fiir zyklisches L/K ist gleichbedeutend mit
a € K* ist Norm aus L™ <= a € K, ist Norm aus L, .

Zur Notation: a € K* C K, weist a € K als Element in K, aus; L, steht kiinftig
f'L'I;’/’ Lrpo.

Wir beweisen zunéchst 1. Wire die Brauerabbildung nicht injektiv, so existierte ein 1 # A €
Br(K) mit A, = 1 fiir alle p. Sei s # 1 der Schurindex von A und p|s ein Primteiler. Wihle
einen liber K galoisschen Zerféllungskorper L von A von kleinstmoglichem Grad und eine
p-Sylowuntergruppe P < G = G(L/K) mit Fixkoérper F. Dann ist F @ A # 1 in Br(F)
und wir diirfen folglich K = F', G = P annehmen. Wihle in P ein zentrales Element der
Ordnung p und bezeichne mit F' dessen Fixkorper. Dieser ist galoissch iiber K und zerfallt
also A nicht. Bilde F @ A. Fiir diese nicht zerfallende, lokal aber iiberall zerfallende Algebra
ist L ein Zerfédlungskorper vom Grad p. Also

Br(L/F) — @D, Br(Ly/Fy) was zusammen mit L* — Jp — Cp und 1 =
| | HY(L/F,Cp) — H*(L/F,L*) — H*(L/F,Jp)
H*(L/F,L*) — @, H*(Ly/F,,L}) einen Widerspruch liefert.

Zu 2. und 3. Ist L/K zyklisch mit (o) = G(L/K), so betrachte die Algebra A = (L/K,0,a) €
Br(L/K) fir ein a € K*, das lokal iiberall Norm ist. Also zerfillt A lokal iiberall und
damit schlechthin, weshalb nun a eine globale Norm st. Und ist L/K irgendeine galoissche
Erweiterung, so beniitze H'(L/K, L;) = 1 und H'(L/K,Cy) — Br(L/K) — @D, Br(L,/Ky).

Bemerkung: Die Aussage [a € K™ ist Norm aus L* <= a € K, ist Norm aus L |
heifst Hassescher Normensatz. Sie ist i.allg. nur fiir zyklische L/K richtig. Sie ist zugleich der
Hauptbestandteil des Beweises von H'(L/K,Cp) = 1.

by
Sarz 2. (Brauer-Hasse-Noether) Br(K) — P, Br(K,) —Q/Z ist exakt. Dabei ist ¥ die
Summenabbildung

(s Ap,o) > Y pinvy(Ay).

Dies zu beweisen erfordert einigen Aufwand und zu H'(L/K,Cr) = 1 auchnoch H?*(L/K,Cy)
ist zylisch von der Ordnung [L : K| ; wir werden dariiber hinaus zusétzliche Eigenschaften von
H? kennenlernen.

DEFINITION. Die globale Reziprozitatsabbildung Jx — G(L/K) sei

a— (o, L/K) = H(O‘p’Lp/Kp)~

13



Hier ist o das Idele (..., ay,...) und (ap, Ly/K,) € G(Ly/K,) < G(L/K). Man beachte,
daf im abelschen Fall die Zerlegungsgruppe G(L,/K,) von p unabhéngig von der gewéhlten
Fortsetzung von p auf L ist. Und weil o, € U, f.i. * und p f.i. unverzweigt in L/K ist, ist das
Produkt ein endliches Produkt.

Bemerkungen :

1. Ist p reell und L, = C, so ist (ap, Ly/K,)(v/—1) = £v/—1 je nachdem, ob a, > 0 oder
< 0 ist.

2. Obige Definition liefert fiir die globale Reziprozitdtsabbildung zu denen fiir die lokalen
Reziprozititsabbildungen analoge kommutative Diagramme (S.7).

3. Np/kJr liegt im Kern der Reziprozitatsabbildung.

4. Die Reziprozititsabbildung ist surjektiv und hat offenen Kern.
Dennist G(L/F) < G(L/K) das Bild, so gilt (o, F/K) = 1 fiir alle « € Jx und also o, €
Ng, ko FyS, weshalb alle lokalen Normrestsymbole trivial sind, mithin F, = K, (¥p).

Das erzwingt F' = K : Ohne Einschrinkung sei jetzt F)/K zyklisch. Wir beniitzen im

folgenden nur, daf S dof {p: F, = K,} endlich (statt leer) ist. Finde nun Hauptidéle

a € K*, so daf aya~! lokal iiberall Norm ist (nimlich iiber eine Approximation der
a, fiir p € S unter Ausniitzung der Offenheit der lokalen Normgruppen). Dann ist
apat € Np/gJr, oder a € (Np/gJp)K*, ie., Cx = Np/gCr, was F' = K wegen
H? = H bedeutet, denn |H?(F/K,CF)| = [F : K].

Der Kern der Reziprozitétsabbildung ist offen, weil J[ cg Np,/x,(Ly) X [[,¢5 Up fiir
jede endliche Menge S, die alle verzweigten Stellen enthélt, offen in Jg ist und die «
hierheraus auf 1 bei der Reziprozititsabbildung gehen.

5. Fiir x € G(/L/\K) gilt x((a, L/K)) =3, invy(Ly,,0y,,ap) . Dabei ist x, = res gpx und
Xp(oy,) =1/[Ly : K;] mod Z.Ist o = a ein Hauptideéle, so wird daraus x((a,L/K)) =
>, invp(Ly, 0y, @) (mit offenkundiger Bezeichnung).

SATZ 3. a € K* = (a,L/K) =1, die Reziprozititsabbildung faktorisiert also iber Ck.

Es ist dazu ) inv,(Ly, oy, a) = 0 fiir alle x zu zeigen und das ist Teil der Exaktheitsbehaup-
tung in Satz 2.

Wir beweisen jetzt diesen Teil von Satz 2, starten dazu mit einem A € Br(K) und benutzen,
dak es einen {iber K zyklischen Zerfallungskérper L von A mit L C K () fiir eine geeignete
Einheitswurzel ¢ gibt (dies wird weiter unten begriindet). Wir kénnen somit A = (L/K, 0, a)
mit (o) = G(L/K) und einem a € K schreiben und wollen } inv,(L,/K,,04,a) = 0ie.,
(a,L/K) =1 (aber jetzt mit dem neuen L und dem neuen a) zeigen. Die fiirs Normrestsymbol
giiltigen kommutativen Diagramme erlauben die folgenden Reduktionen

(a, K(Q)/K)) =1, (Nkq(a), K(¢)/Q)) =1, (a,Q(¢)/Q)) =1 (Va € Q%)
(a,Q(¢m/Q)) =1 (VPrimzahlen 1) ;

und schlieflich, dank der Multiplikativitdt des Normrestsymbols, bleibt nur (£p, Q((m /Q)) =
1 fiir alle Primzahlen p zu zeigen. Dies rechnet man mit dem expliziten Normrestsymbol fiir
Qr(§m)/Qp nach (r < oo ist hier eine beliebige Primzahl).

4fast immer
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Die behauptete Gleichheit Br(K) = |J; Br(L/K), wobei L die zyklischen Erweiterungen von
K, enthalten in Kreiskdrpern iiber K, durchlduft, ist sofort auf den Fall K = Q zuriickgefiihrt
und erfordert hier (nach Kronecker-Weber) zu A € Br(Q) die Konstruktion eines iiber Q
zyklischen Zerfiallungskérper L. Dazu sei s das Produkt der lokalen Schurindizes von A und
{p} die Menge der Primteiler von s. Fiir jedes ungerade dieser p betrachte den Teilkorper
vom Index p — 1 in Q((pn) fiir hinreichend grofes n; der ist zyklisch. Fiir p = 2 (ob 2 oben
vorkommt oder nicht) nimm den Teilkorper F' C Q((an+2) vom Index 2, der weder reell ist
noch Q(¢4) enthélt; F/Q ist dann zyklisch und nicht reell. Das Kompositum {iber all diese
zyklischen Erweiterungen von Q ist dann selbst zyklisch iiber Q, nicht reell und hat, sogar
nach Komplettierung bei den p | s, einen durch s teilbaren Grad. Damit zerféllt A {iber diesem
Korper.

Sarz 4. |H*(L/K,Cr)| = [L : K] fiir zyklische L/K impliziert, daf stets Np,;xCr der Kern
des Normrestsymbols (—, L/ K) ist.

Denn das stimmt nach Voraussetzung und wegen Satz 3 sowie der Surjektivitdt des Norm-
restsymbols, solange L/K zyklisch ist. Fiir den allgemeinen Fall sei, der Einfachheit we-
gen, L/K als abelsch angenommen und F/K sei eine zyklische (nichttriviale) Teilerweite-
rung. Dann folgt [(a,L/K) = 1 = (a,F/K) =1 = a = Np/gb] und weiter
[(b,L/F) = (Np/k(b), L/K) = 1], womit b € Cr Norm aus Cp, (nach Induktion) ist, da-
mit auch a.

Zufolge von Br(K) = |J; Br(L/K) (siehe oben) folgt nun auch ohne weiteres der zweite Teil
der Exaktheitsaussage im Satz 2.

Satz 5. (Existenzsatz) Die Normengruppen in Ck sind gerade die abgeschlossenen Unter-
gruppen von endlichem Index.

Daf Cf, abgeschlossen ist, resultiert aus der frither beobachteten Zerlegung Cp, = CY xI', T' ~
R-o, mit kompaktem C?. Der endliche Index ist eine Konsequenz von Ck/Np/k(Cp) ~
G(L/K)®. Fiir die Umkehrung braucht man eine etwas langwierige Indexberechnung, um
C?(U}g( als eine Normgruppe zu erkennen; hier steht Uf{ fiir das Bild in Ck von Hp¢ g Up %
[ 1,5 1 fiir eine hinreichend grofse (endliche) Menge S von Primstellen. Tatsdchlich 1ikt sich die
Umkehrung auf den Kummerschen Fall ¢, € K zuriickfithren (weil Obergruppen von Norm-

gruppen selbst Normgruppen sind), und man zeigt C}}ﬁf( = Np/kCp mit L = K({/ E2),
wobei Ef( die Gruppe der S-Einheiten von K bezeichnet. Der Nachweis davon ist eng ver-
kniipft mit dem von H'(L/K,Cr) =1 und |H?(L/K,Cp)| = [L : K] fiir zyklische L/ K, siehe
weiter unten.

Bemerkungen :

1. Ck — cli hat den Kern Joo K™ /K™ ; dies ist also eine abgeschlossene Untergruppe von
endlichem Index und gehort zu einer abelschen Erweiterung H/K. Wegen (o, H/K) = 1
fiir o € Joo, deshalb auch ((1,...,1,04,1,...,1), H/K) = 1 fiir o, € U,, ist jede Einheit
in K, Norm aus H, und folglich H, /K, unverzweigt, i.e., H/K ist iiberall (im Endlichen)
unverzweigt. Damit ist H die maximal abelsche unverzweigte Erweiterung von K, der
sogenannte Hilbertkorper iber K. Es gilt G(H/K) ~ clk.

15



2. Die Sequenz

HX(L/K,L*) — HXL/K,J)) — H*L/K,C,) — H3(L/K, L¥)
| | 11 12

Br(L/K) — Y,Br(L,/K,) — Z/[L:K] — 0

(mit exakten Zeilen) zeigt die Gleichheit || 1, falls die Abbildung = surjektiv ist (s.u.),
denn || 2 folgt aus der vom Cupprodukt mit der lokalen Fundamentalklasse u,, gelieferten
Isomorphie H*(L,/K,,Z) ~ H3(L,/K,,L}). Damit ist nun auch die Zyklizitit von
H?(L/K,Cp) gezeigt und dariiber hinaus gibt || 1 ein kanonisches Erzeugendes, die
global Fundamentalklasse, in H*(L/K,Cp), die auf offenkundige Weise mit den lokalen
Fundamentalklassen zusammenhangt.

Die Abbildung * ist jedenfalls surjektiv, wenn L/K zyklisch ist. Denn das Kompositum
G der G, ist = G(L/K) (weil alle p im Fixlorper von Gy voll zerlegt sind) und deshalb
kgV {|G,|} = |G(L/K)|. Ist L/K nicht langer zyklisch, so wéhle zunéchst eine iiber K
zyklische Erweiterung F' vom Grad [L : K| (etwa mit Hilfe von Kreiskoérpern), nenne
M = LF das Kompositum aus L und F und betrachte das kanonische Diagramm

H?>(M/L,M*) = Br(M/L)
[

infl

H*(F/K,Jp) — H*(M/K,Jy) - H*(M/L,Jy) = @y Br(My/Ly)
l ! d
HYF/K,Cp) ™ HXM/K.Cy) ' HYM/L,Cy)={ig)-

Es zeigt, daf das Bild von a € H?(F/K, Jr) in H?>(M/L, Jy;) unter der oberen Restrik-
tion eine Nullsumme von lokalen Invarianten hat, denn liegen die 3 von L {iber dem p von
K, so entspricht der ‘res’ lokal die Multiplikation mit [Lg : K,], also insgesamt die Mul-
tiplikation mit [L : K] = > g, [Lg : K] Es resultiert H?*(F/K,Cr) < H*(L/K,Cp) =
Kern der unteren Restriktion. Aber |H?(F/K,CF)| = [F : K| = [L : K] und offen-
sichtlich ist |H?(L/K,Cr)| < [L : K] auf Grund des anfinglichen Diagramms dieser
Bemerkung.

3. Das Normrestsymbol kann iiber den kanonischen Homomorphismus Jx — Ik (I ist die
Gruppe der Ideale von K) statt in Idéle-Sprechweise in eine Ideal-Sprechweise iibersetzt
werden. Das soll unter Zuhilfenahme géngiger Lehrbiicher zur Klassenkdrpertheorie hier
nur als eine Ubungsaufgabe erwithnt sein (siehe etwa Neukirchs Klassenkorpertheorie,
S.292-301). Man erinnere sich in dem Zusammenhang auch an den letzten Absatz von
§4 und vergleiche die Bemerkung a) am Schluf dieses Paragraphen.

Wir beweisen nun H'(L/K,Cr) =1 und |H?*(L/K,Cy)| = [L : K] fiir zyklische L/K (und
beenden damit zugleich den Beweis des Existenzsatzes). Zuerst eine Vorbemerkung. Ist S
eine endliche Primstellenmenge von K (mit S O S ), so kann S zu einer endlichen Prim-
stellenmenge S7 vergrofert werden, die JI%K * = Jg erfiillt. Dazu betrachte die natiirliche
Abbildung Jx — clg,a — a = Hp<oo p@» (@) ynd flige dem S Primideale hinzu, die die
endliche Idealklassengruppe clx erzeugen.

Weil L/K zyklisch ist, konnen wir mit den Herbrandquotienten h(Cp), h(JL), ... arbeiten und
beobachten

1. enthilt S alle in L/K verzweigten Stellen, so ist h(J7) = [Tes[Ly : Ky,
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Hp Ly:K,
2. W(ES) = laesle el

3. h(Cp)=[L:K].

Dabei resultiert 3. aus 2., wenn man nur S grof genug wihlt und dann die exakte Sequenz
Ef — Jf — (', verwendet; 1. ist i.w. Hilberts Satz 90. Die Gleichheit 2. ist eine Kombination
aus Dirichlets Einheitensatz und dem Lemma

G wirke auf dem n-dimensionalen reellen Vektorraum durch Permutationen von
Basiselementen v;. Dann liegen in jedem G-stabilen vollen Z-Gitter auf V Ba-
siselemente w;, die in gleicher Weise von G wie die v; permutiert werden.

FOLGERUNG.

HY(L/K,CL) =1 < |H*(L/K,CL)|=[L: K] <= [Ck : Np/xCr] < [L: K]

Im folgenden wird nun [Ck : Ny /xCr] < [L : K] fiir zyklische L/ K bewiesen (man vergleiche
dazu etwa Neukirchs Buch Algebraische Zahlentheorie, Seiten 397-400).

LeMMA 1. Es seien n eine Primzahlpotenz, ¢, € K, L/K eine abelsche Erweiterung mit
Gruppe ~ (Z/n)" und S eine endliche Menge von Primstellen in K mit S O So U

S, U {p|n} und J3K* = Jx. Dann gilt s |S| > r, 3T ={p1,...,ps—r} CCS:

ramL/K

L =K(VA) mit A =ker(Ef — [[,ep KX /(K.
Es seien nur die wichtigsten Ingredienzen des Beweises genannt.

1. L= K(Y/A) mit A = (LX)" N ES -
Dazu schreibe zuerst mittels Kummertheorie L = K (/D) mit D = (L*)" N K*. Fiir
d € Dund p ¢ S ist dann K,(V/d)/K, unverzweigt und deshalb d = upy, mit einer
Einheit u, und einer Potenz y, eines Primelementes von K, darstellbar. Setze o =
(- Yp,...) € J, wobei y, = 1 wenn p € S. Wegen JpK* = Jx ist a = Bz mit
B e Jyund x € K*. Es folgt dz™" € JZ N K* = B3 oder D = A - (K*)".

2. Setze M = K({/E%) D L = K({/(L*)"N EY ). Kummertheorie liefert G(M/K) ~
(Z/n)?, woraus s > r und G(M/L) =~ (Z/n)*"" = (01,...,05—r)z/n resultiert. Der
Fixkorper von o; sei M;. Wahle nun PB; in M; so: sie sind unzerlegt in M und geben
verschiedene p; auf K, die alle nicht in S liegen. (Das ist moglich, weil M/M; zyklisch
von Primzahlpotenzgrad ist: Gébe es nur endlich viele in M unzerlegte P’s, so wiren

alle anderen in der Teilerweiterung N/M; vom Primzahlgrad voll zerlegt, was wegen
[Cnt; Ny, (Cn)] = [N 2 M;] Unsinn ist %) Setze nun T = {p1,...,ps_r}.

3. A= (LX)"NEf = ker(Bf — [[p K /(KX)"):

Uber P; liegt genau ein B; von M und M; ist der Zerlegungskérper von %i|p;, da p;
unverzweigt in M ist; also (M;)yp, = K,,. Damit ist L/K die maximale Teilerweiterung
von M/K, in der alle p; voll zerlegt sind: L = (), M;. Nun benutze

e€cA = K({{/e)CL < K, (Ve)=K, < ec(K;)".

®ohne die Zyklizitit von M/M; ist das falsch, denn G = G} macht G zyklisch, weil die p f.i. unverzweigt
sind
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LEMMA 2. Mit den Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Lemma und mit

Tl =Tl < [T 55 < ] Us

peES peT pgSUT
gilt T2 NK* = (B3P

Es ist nur “ C” zu zeigen. Dazu betachte die zyklische Erweiterung N = K(/y)/K fiir ein
y € J[S(’T N K*. Wegen [Ck : Ny/gCn] > [N : K] reicht es, Ny/gCn = Ck oder N = K,
also y € (K*)"nN JIS(’T N K* nachzuweisen.
Starte mit o € JZ. Nenne A wieder den Kern von Ef. — [[ U, /U[,. Zufolge von

[E% : (BR)"] n®

S _ _ =S5 T = n
B = Ny T e~ T LI

(man erinnere sich an [U, : U}'] = [Up(l) : Up(z)]wp(") pnl) ist E% — Tl U, /U surjektiv und
daher o, = uyx fiir p € T', also o = - z. Es reicht nun, 8, € Ny, /i, N,* fiir alle p einzusehen.
Fiir p € S ist das keine Bedingung; fiir p € T ist 8, = uy, also Norm aus Ny, und fiir die
anderen (allesamt unverzweigten) p ist 3, eine Einheit.

LEMMA 3. Fiir das Bild CIS{’T von JIS(’T gilt

NpxCroCpl & [Cx:CR"]=[L:K].

Der Beweis zerfallt in zwei Teile.

1. Berechne die individuellen Ordnungen der Eintrége in der exakten Sequenz
TR AKX ) IRt N K> o JRIT )TN TRTK TR

unter Ausniitzung der Formel [K ) : (K)"] = n2p¥rr» (M fiir endliche p, also [LeslKs :
(K )" = n* aufgrund der Produktformel, nimlich weil w,(n) = 0 fir p ¢ S und
[C*:(C*)"] =1 (denn (, € K). Es folgt sofort die zweite Behauptung.

2. CI%T C NL/KCL:

Es mub o € Np i Jp, fiir a € JIS(’T gezeigt werden. Dies tu wieder fiir die drei Félle p €

S,peT,p¢ SUT einzeln und verwende a,, = By € N(K,({/ K, )), L, = K;, o, € U,
der Reihe nach.

FOLGERUNG. Ist L/K zyklisch von Primzahlpotenzordnung n und ¢, € K, so gilt
[CK . NL/KCL] == [L . K]

Die Zyklizitdt wird dabei fiir [L : K] < [Ck : Np/gCr] benétigt. Mittels Induktion folgt
dann [Ck : Np/xCL] = [L : K] aus der Inflations-Restriktions-Sequenz (H* = H"), solange
L/K zyklisch von beliebigem Grad n und ¢, € K ist. Ohne die Einheitswurzelvoraussetzung
liefert dasselbe Argument die Abschitzung [Cx : Ny xCp] < [L : K] fiir abelsches L/K,
sofern der Induktionsanfang [L : K] = p gesichert ist. Dazu betrachte die aus G(L/K) ~
G(L(¢p)/ K (Gp)) resultierende Abbildung Ck/Np, kCr — Ck(¢,)/Nr,)/ k() CLic,) = Z/D-
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def

Die ist als Abbildung zwischen p-Gruppen injektiv, weil p f d = [K((y) : K] und 2¢ =
NL(Cp)/K(Cp)(‘r) fiir x € Ck gilt.

Fiir den Ubergang von zyklischen zu abelschen Erweiterungen vergleiche endlich die Bemer-
kung 2. weiter oben.

Der Existenzsatz ist schlieflich eine direkte Konsequenz aus N /xCr = J}S;’@K * /KX mit

L=K({/E]).

Bemerkungen :

a)

Wir erinnern an den Begriff eines Moduls m (sieche Ende von §4) und definieren
Jg={aecJx:a, € U,g(n")}7 C® =JrK*/K* < Ck .

Fiir m = 1, also n, = 0 fiir alle p (archimedisch und nichtarchimedisch), ist damit J% =
Joo und Ck /C} =~ cl. Die C% heifien Kongruenzuntergruppen und sind abgeschlossene
Untergruppen von endlichem Index in C'x. Mehr noch: Jede Normgruppe ist Obergruppe
einer geeigneten Kongruenzuntergruppe Cg. Die zu C% gehorige abelsche Erweiterung
L von K, ie., NgCL = Cg, heikt der Strahlklassenkorper modulo m.

Bezeichnet I} die Gruppe aller zu m teilerfremden Ideale a von K (also p f a fiir n, > 0)

und H{' die Gruppe aller Hauptideale aog mit a € K> und a € U,gn”) fiir n, > 0 (der
sogenannte Strahl modulo m), so heikt IR /HF die Strahlklassengruppe modulo m; fiir
m = 1 ist das die gew6hnliche Idealklassengruppe clg von K.

Die abelsche Erweiterung L/K erfiille Cg C Ny xCp. Dann sind in L nur p mit n, >0
verzweigt und wir kénnen eine multiplikative Abbildung

(L/fK> Iy — G(L/K) durch (L/pK> =0,

definieren, wobei p den Frobeniusautomorphismus von p bezeichnet. Weil die kanonische
Ck/CR = IR/HEY
Abbildung Jx — [k das kommutative Diagramm u u mit ho-
Np/xCr/CR =  H™/H}
rizontalen Isomorphismen und H™ = Ny IT - H' induziert (approximiere bei m durch
Hauptidele) ist die obige Abbildung (das Artin-Symbol) surjektiv mit Kern H™/H{'.

Der Fiihrer fr i der abelschen Erweiterung L/K ist der grofte gemeinsame Teiler aller
Moduln m mit Cg C Np,gCr. In L sind genau die p | fr/x verzweigt (wenn man
Verzweigtheit bei einem archimedischen p durch L, # K, erklért).

Das Zerlegungsgesetz fiir unverzweigte p in einer abelschen Erweiterung L/K liest sich
so: fy = Ordnung von ¢, = Ordnung von (...,1,m,1,...) mod Npg,xCL , wobei  ein
Primelement in p ist und an der p-Komponente der Idéleklasse des oben ausgeschriebenen
Idéles steht.

Der Hauptidealsatz besagt, dalt jedes Ideal von K Hauptideal im Hilbertschen Klas-

senkdrper H von K wird und ist eine Folgerung aus dem kommutativen Diagramm
K - H
! . ! in dem H; der Hilbertsche Klassenkorper von H ist und die
GH./K)*™ % G(H,/H)
vertikalen Pfeile die jeweiligen Normrestsymbole bezeichnen. Die Verlagerung iibersetzt
sich in die natiirliche Abbildung clx — clg, und die ist trivial zufolge des gruppentheo-

retischen Satzes G5 [G,G] ist trivial, falls [G,G) abelsch ist.

19



8. ANALYTISCHES: L-REIHEN, SATZ VON CEBOTAREV

K ist weiterhin ein algebraischer Zahlkorper. Fiir eine Menge P von (endlichen) Primstellen
p von K werde die Dichte 6(P) durch

. pep(Np)TT
§(P) = Jim, Zaui (Np)—

definiert (falls der Grenzwert iiberhaupt existiert). Wegen (x) lims 14 (3 e, (Np) %) = o0,
ist §(P) € [0,1] (sofern existent) und §(P) = 0 fiir endliche P. Besitzen P; und P» Dichten
und sind disjunkt, so gilt (P, U Py) = §(Py) + 6(FP2) .

Zu (%): Ck(8) = D4 gane I/ (Na)* = [, (1 - (JV%)S)_l hat einen einfachen Pol bei 1; wen-
de nun den Logarithmus an. Bezeichnet noch px das Residuum bei s = 1 (analytische
Klassenzahlformel), so erhalten wir ¢ log(s — 1) + > (Np)™® — ¢ < log p und daraus 7

: Np)~*
O(P) = limg_14 % )
THEOREM (Satz von Cebotarev). L/K sei eine endliche galoissche Erweiterung mit Gruppe
G und C eine Konjugiertenklasse in G. Dann hat die Menge P = {p : ¢, € C} die
Dichte |C|/[L : K].

Bemerkungen :

1. Weil endliche Mengen von der Dichte 0 sind, kénnen wir uns bei obigem P auf die in
P liegenden in L unverzweigten p beschranken. Mit ¢, ist dann (salopp) der Frobeni-
usautomorphismus von PB|p gemeint, wobei P C L {iber p liegt: der hingt zwar von der
Wahl von P ab, allerdings nur bis auf Konjugation in G.

2. Ist L/K abelsch, so ist ¢, das Bild der Ideleklasse (...,1,m,1,...)) mit einem Primele-
ment 7™ € p an der Stelle p. Oder, in der Sprache der Artinschen Reziprozitdtsabbildung,

e (2.

FOLGERUNG 1. Jedes Gruppenelement aus G lifit sich als Frobeniusautomorphismus p, fir
unendlich viele p schreiben.

FOLGERUNG 2. Zu teilerfremden natirlichen Zahlen a und n existieren unendlich viele Prim-
zahlen p mit p=a mod n.

Das ist Dirichlets Satz iiber arithmetische Progressionen. Zum Beweis setze K = Q, L =
Q(¢p), also G = (Z/n)* 2 a mod n. Der Frobeniusautomorphismus ¢, von Fy((,)/F, erfiillt
©p(Cn) = ¢h und der entsprechende von L/Q hat dieselbe Wirkung auf ¢,.

Der Beweis des Cebotarevschen Satzes wird das ganze Kapitel fiillen.

Wir erinnern zuerst an ein Ergebnis, das im Zusammenhang mit der analytischen Klassen-
zahlformel gewonnen wurde:

6 1 d 1 _ 1 1 _ 1
Lpnz2 wwp S Dpmzz e S @Xpase g = A (0 — 1 - 5) = dY, ey S
1 1 _ def .
dzpzp(p—l) § dZTLZ‘Z n(nfl)zi d 7<[K )g}
Trp P _ Xp _ p _ (=) p e _1_ _c_
>, S >, 2y, © @y, —0weilz =1 5, — 1



Es sei ¢ eine Idealklasse von K. Die Anzahl a.(t) der ganzen Ideale in ¢ mit Norm

<t erfiillt

ct 2r+ssR
lima()— TIVE

tmoo uxlids
vergleiche hierzu die Seiten 8 und 9 im Skript zur Zahlentheorie 1 - Vorlesung. Ist
nimlich b ein ganzes Ideal in ¢~!, so zéhlt a.(t) genau die ganzen Hauptideale, die
durch b teilbar sind und Absolutnorm < x = t- N(b) haben. Es folgt a.(t) = M (t-
N(b)) (mit dem M (t) in der letzten Zeile auf Seite 8) und also GT(t) — v-N(b),
und das ist genau die obige Limesformel.

Die lies nun so: ac(t) = p-t 4 tf.(t) mit fo(t) — 0 fiir t — co. Genauer: f.(t) = Ot~ K@),
dafiir ist némlich der Faktor ¢~ = (mit n = [K : Q]) in der das M (t) definierenden Gleichheit
verantwortlich (zu Einzelheiten siche auch Langs Buch Algebraic Number theory, IV ,§3).

All dies 148t sich direkt verallgemeinern auf Stahlklassengruppen I /H§ (anstelle von clk)
zu einem Modul m (die sollen fortan immer n, = 1 fiir p|oo erfiillen). Man erhélt:

Die Anzahl der ganzen Ideale in einer Strahlklasse ¢ € If/HY mit Norm <t ist
= pu -t Efe(t) mit fo(t) = O KD,

So wie frither p nicht von ¢ abhing, so ist auch jetzt p,, unabhingig von der Klasse c.
In diesemn Zusammenhang sei noch an die kurze exakte Sequenz endlicher Gruppen

H™/HY — I3 /HY — G(L/K)

erinnert, falls L/K eine abelsche Erweiterung mit O < Ny /xC1, ist.

Die zweite Erinnerung betrifft die Orthogonalititsrelationen der Charaktere x einer abelschen
Gruppe G:

1 _ JlGhxi=xe
Soegraleale) = { 1§10 7

St = { G

[L0-x()e) = (Q-zf)7

Die dritte Gleichheit resultiert aus: 2/ — 1 hat die Wurzeln (o).

sofern |o] = f .

DEFINITION. Es sei m ein ganzes Ideal in K (das wir zu einem Modul machen, indem wir
mit [ [, p multiplizieren) und X ein Charakter von IR /H§'. Setze

Lu(s,x) = Y x(@)(Na)™*,, R(s) > 1,
(a,m)=1
aganz
wobei x(a) fir x(a mod HF') steht.
Dies ist eine L-Reihe. Es gilt L (s, x) = [T, (1 — x(p)(Np)~*) 7",

An dieser Stelle unterbrechen wir kurz mit einem Einschub iiber Dirichletreihen » -, ann™?,
an € C; Ly(s,x) ist dafiir ein Beispiel.
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1. Abels Lemma :

N N-1
anbn €C, A, < Zai = > anby = Anby + Y An(by — bnya) -

2. goo(s) = Y ooy ann~® konvergiere bei sg. Dann konvergiert go, gleichmifig auf jedem
Kompaktum in R(s) > R(so).

K] S0—S ag .

— —3S0
=n n k= m+1 %50

Dazu schreibe n™

Zk =m+1 kSO W = gn(s0)n*0" S+Zk m+1 gk(so)(kslso - (k+11)5*50)
k+1
= gn(s0)n™ 7% + Zk:m—i—l gr(50)(s — s0) Jj, ms,ﬁ dz .

und verwende 1. mit g, (so) =

Wegen |27| = ™) 1087 (fiir & > 0) wird dies gleichmifig klein fiir grofie m < n.

3. Ist |A,| < en? fiir alle n und feste ¢ und o > 0, so konvergiert goo(s) = > oo, apn™*

n=1
gleichméfig auf jedem Kompaktum rechts von R(s) = o.

Denn, dhnlich wie zuvor,

9n(8) = gm(s) = Ap 55 +Zk me1 A g — (k+11)s)_ (mAﬁ)s

_ k+1 1 An,
Anns +Zk m_,’_lAk sy dx — m

k+1 1 k+1 k+1 1
g .
]Ak/k —rdel <ck /k e +1 dm‘ < c/k o1 0

insgesamt ist also, mit R(s) = o + 0, |gn(s) — gm(s)| < ( s +1 m(;lﬂ dx +

__m7___
(mA4+1)R(s)

Anwendung auf die L-Reihe Ly (s, x) :

und

) klein fiir grofte m < n.

1. sie konvergiert fiir R(s) > 1 (denn x(a)| < 1),

2. sie besitzt eine analytische Fortsetzung auf R(s) > 1 — W bis, im Fall x = 1, auf
einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum [I}} : Hf]pu.

Beweis von 2.:

La(s,%) = X(am—1 x(@)(Na)™*, (x € IE/HY),

a ganz

= Secrp g (X e XOWN)™) = Dox(0) Coed V(o)™ = S x(6)re(s).

Nun ist (x(s) = >, % mit a, = #{a € ¢, aganz, Na =n}, also A, = a1+ -+ ap, =

n ns
Pm -+ nf(n), und wir wandeln obiges 3. ab zu

3a. Gilt |A, — npwm| < en? fiir ein ¢ und ein o € [0,1), so besitzt g(s) = Y, apn™° eine
analytische Fortsetzung auf R(s) > o bis auf einen eventuellen Pol bei s = 1 mit
Residuum py,.
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(Dazu wende 3. auf die Funktion g(s) — pm - o(s) an; wegen (g(s) muf s = 1 gesondert
betrachtet werden: s.u.)
Setze nun 0 = 1 — %@ und folgere aus 3a., dak (k (s) analytisch fiir R(s) > W mit
Ausnahme des einfachen Pols bei s = 1 mit Re51duum Pm ist. Ist aber x # 1, so verschwmdet
der Pol fiir Ly(s, x) wegen > x(c) =0: (s — 1)Ck,c(s) = pm + he(s) mit analytlschem h. und
h (1) = 0.
Fiir 3a. miissen wir uns noch davon vergewissern, daf die gewohnliche ¢-Funktion, (g(s),
analytisch fiir ®(s) > 0 (aber mit dem einfachen Pol bei s = 1) ist:
1

+

% LI -0, Le Cols)(1 — %) ist analytisch (s # 1).

Gals) = o2 Gals) + (1= 55 + o ;

Wir beweisen nun den Cebotarevschen Satz zuniichst fiir abelsches L/K. Wie zuvor gelte
Cg < Np/kCL.

Seioc € G=GL/K)und P = {p f m: (L/—K = o}, also die Menge der in L/K un-

p
verzweigten p mit Normrestsymbol o, i.e. ¢, = o. Hier ist der Trick, der erlaubt 6(P) zu

bestimmen.

Setze h(s) =3_ cq x(07 1) log(Lw(s, X)), wobei das x in Ly (s, x) iiber ( L/K ) IR/HY - G
als Charakter von I} /H§ aufgefaft wird. Wir miissen uns geschwind davon vergewissern, daft
log(Lw (s, x)) in kleinen Umgebungen von s = 1 existiert.

. x#1 = Ln(1,x) #0
def

Denn die ¢-Funktion (x.m(s) = Lwm(s,1) von K beziglich m hat bei s = 1 einen einfa-
chen Pol (mit Residuum [I} : H{'|pw). Gehen wir zum Niveau L und zu dem von m
induzierten Modul 9 von L iiber, so sehen wir also, daf auch (z,on(s) einen einfachen

Pol bei s = 1 hat; andererseits ist (7 om(s) = eré L (s,x), wie wir gleich nachpriifen
werden. Fiir xy # 1ist L (s, x) analytisch bei 1. Wére dies nun einmal = 0, so wiirde im
Produkt der einfache Pol von Ly,(s,1) verschwinden, also (r, on(s) analytisch bei 1 sein.
Zu =: Ein p { m ist in L unverzweigt, also poy, = P - - - Py mit g = [L : K|/ f,. Und weil

(L/TK> = ¢, die Ordnung f, hat, zeigt die dritte Charakterrelation

TTQ = x(ep)(Vp) ™ = (1 = (Np) /)7 = [T(1 = (V) ™).

X Plp
Nun multipliziere iiber alle p f m und beniitze x(p) = x(¥y)-

2. log(Crm(s)) = —log(s — 1)+ O(1) fiir s — 1+
Das haben wir schon frither beobachtet: (s — 1)(x wm(s) — I : H'|pm ; hier sind wir
im Reellen.
Zuriick zu h(s). Fiir s — 14 bekommen wir die Abschétzung h(s) = —log(s—1)4+0O(1), indem
wir alle x # 1 in das O(1) hineinpacken. Andererseits ist Lw (s, x) = [[ (1 — x(p)(Np)=*)~1

und also log(Lm(8, X)) = > @i,(g)) +0(1). Ausniitzung der Orthogonalitdtsrelationen liefert

S sl 0) = 3 g v e =3

ptm X peP
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weil nur die Summanden p mit (L/TK) = ¢ ibrigbleiben. Damit

- —log(s—1)  [L:K](Cp(Np)™)  [L:K]T

5(]3)_ ZP(NP>78 _ ZP(Np>7s 1

Nun, und als letztes, zum allgemeinen fall: L/K ist nur noch galoissch. Deuring fiihrt den auf
den zyklischen Fall wie folgt zuriick.

C sei eine Konjugiertenklasse in G = G(L/K) und ¢ € C mit Fixkorper F; P sei schlielich
= {p unverzweigt in L, p, € C'}. Definiere

— L/F
Pr ={q C F', unverzweigt in bezug auf K und L, F'; = K, fiir qlp, (L> =o}.
q
Man sieht
1. Zu p € P existiert ein P von L mit o), = 0.

2. Uber q € Pp liegt genau ein ¢ von L.
Denn @gjq = 0, also [Ly : Fy] = |o| = [L: F].

3. Das P aus 2. erfiillt pg), = o fiir p=qN K.
Denn iy = (ppip) 0 = oy

4. Hat PB|p den Frobeniusautomorphismus o, so auch P” fir 7 € Zg(o). Mithin gibt
es |Za(o)|/|Ggl| viele solcher. Wegen |Zg(o)| = |G|/|C| und Gy = G(Ly/K,) =

G(Ly/F,) sind dies \C|[:L:F] = [T:CIF] viele. Dies ist somit zugleich die Anzahl der q|p in
Pr.
Es folgt
_ |C| _
(Np)™* = (Ng)~*.
EP: [F: K] %F:
N —S8
Wegen ZZPF((%)),S — [L : F]~! (denn die q mit (L/TF> = o und héherem Restklassengrad
_(Ng)~
tragen nichts zu % bei), bleibt
N —S8

—log(s — 1) [F: K] [L: K]

9. ARTINSCHE L-REIHEN

In diesem Kapitel ist L/K eine endliche galoissche Zahlkorpererweiterung mit Gruppe G
und x ein Charakter von G, also die Spurfunktion einer Darstellung py, : G — GLy(C).
Uber py wird der n-dimensionale komplexe Vektorraum V' ein CG-Modul, der mit V,, notiert
wird. Man erinnere sich daran, dafs V, durch x bis auf G-Isomorphie wohlbestimmt ist. Des
weiteren stehe, fiir eine endliche Primstelle p von K, G, < G bzw. Gg < G, fiir die Zerlegungs-
bzw. Verzweigungsgruppe einer Fortsetzung PBJp von p auf L und ¢, € G, /G fiir den Lift des
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Frobeniusautomorphismus der Restklassenkérpererweiterung Ly /K,. Die Abhiingigkeit von
Gy und ¢, von der Wahl von PB|p spielt fiir die folgende Definition kaum eine Rolle:

Gy 0 Go
Whi={veVy:igv=v (VgeG,)} =V, v ov,
und deshalb gar keine in der

DEFINITION. Die Artinsche L-Reihe L(s,x) = L1, k(s,x) ist fiir R(s) > 1 die Funktion

@ GO\ _
s> [ det(1- (N;)s R

p endlich

Der Unterschied zu dem L (s, x) des vorangegangenen Kapitels ist zweifach —
1. x ist nicht unbedingt ein abelscher Charakter,
2. verzweigte p sind nicht mehr ausgeschlossen.

Ist allerdings L/K (also G) abelsch und x ein irreduzibler Charakter, so gilt

o= I = 32 Lt
p|m

GY<kerx

sofern Cg < Ny ClL.
Denn jetzt ist V) eindimensional und

VGS _J 0, Gy & ker x
X Vi Gg < ker x (also z.B. wenn p unverzweigt ist) ,

somit
s y) = b 1 ~ x(ep) (o1 ~ x(p) -1
L( 7X) Ggl_k[e”fl (Np)s ‘ VX) H (1 (Np)s ) H(l (NP)S ) :
G’gﬁkerx

Ein weiterer Spezialfall ist der des trivialen Charakters x = 1. Dann gilt offenbar L(s,1) =
0
Ck(s), denn jetzt ist V), = C (mit trivialer G-Wirkung), also auch VXG" =C.

Zur Konvergenz der Artinschen L-Reihe:

Die Matrix py (¢p) ist zu einer Diagonalmatrix mit Einheitswurzeln ¢; auf der Hauptdiagonalen
konjugiert und daher

d
Pp Gpy—1 Gi -1
det(1 — 22— |vIn1 =T -
( (Np)* V) E( (Np)s)
GO
mit d = dim V) *. Folglich
o o0 d oo n
log det(1 — P Vv, )= —r
(et = gy W =220 Sy
und > ., W < pin Tﬁig)n = d[K : Q]log((1 + 0) liefert eine obere konvergente

Schranke fiir R(s) > 1+ 0 (der Faktor [K : Q] schitzt die p|p ab).
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Satz. 1. L(s,x1) - L(s,x2) = L(s, x1 + x2) »
2. fir F O L D K mit galoisschem F/K gilt LF/K(s,inﬂfx) = Lr/k(s,X),
3. ist F' ein zwischen K und L gelegener Korper und x ein Charakter von G(L/F),
so gilt Lyp(s,x) = Ly (s,ind (X)) -

FOLGERUNG. (1 (s) = Cx () - [, 1 L(5, )XW

Dazu wende den Satz auf den Charakter ind (1) = >y irreduzibel X(1)X der reguliren Darstel-
lung von G an.

Zum Beweis des Satzes:

0 0
1. folgt aus Vi, 4y, =V, © V), und damit VX1+X2 = chfp & VXGQp .

2. folgt so: B | p | p gehore zu F O L O K ; es sei G = G(F/K) und G = G(L/K). Die
Inflation von x von G nach G bedeutet, dal ¢ € G wie die Restriktion & von ¢ auf L
auf V) wirkt. Die kanonischen Surjektionen Gg), — é@hﬂ’ Gg}'p — ?;)hj, Oplp > Polp

liefern schlieBlich det(1 — somp | Vy m"’) = det(1 — %‘F | Vx plp)-

3. Wie frither sei P D p D p im Einklang mit L D F D K; U bezeichne die Galoisgruppe
G(L/F).

Man {iberlegt sich zuerst, dak aus der disjunkten Doppelnebenklassenzerlegung G =
Ui, GyoiU folgendes resultiert :

def

(a) die Anzahl der p’s iiber p ist r, P; def o; I, 0 = o lp,
(b) in GVX = P;_, Vi als Gg-Modul (Mackey-Formel) ,
(C> fpz\P [GJZ : (GO )UiU‘ﬁi]a Peoilp = 5 1‘Pc§‘p017
(d) die Behauptung folgt aus

— GO —f:5 _ 0 O'-_1 oi
det(1— oy (V9) " | Vi) = det(1 — oy (Vo) | (o7 1V) 075 0).

Womit wir beim Fall G = G,,r = 1, f = [G : G - U] = Restklassengrad von plp
angelangt sind. Des weiteren durfen wir jetzt wegen 2. noch G° = 1 annehmen. Also G =
(), f=1[G:U],indGV = @Z B ' o'V . Ist nun d = dim V, 1 die d x d-Einheitsmatrix
und ¢ die Matrix von <pf auf V', so erreichen wir fiir ¢ die Matrix

01 0 - 0
00 - 1 0|
00 - 0 1
¢ 0 - 0 0

woraus die Behauptung unmittelbar resultiert.
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Bemerkungen :

1. Durch Hinzufiigen von archimedischen Eulerfaktoren an L(s, x) entsteht die vollstandige
Artinsche L-Reihe

A(s,X) = L(5,%) * Loo(5,X) - ([ - N(j(x)))*2
mit
dx = Diskriminante von K/Q,
(2(27)~T'(s))XM) | p komplex

s+1

(/2T (s/2))™" (7= "5 T(EL )", p reell,

Leo(s,x) = Hp|oo LP(57X)7 LP(37X) = {

UESYES)

wobei n und (@p) = Gyyp

f(x) = Artinfiihrer von y — siehe Kapitel 10.

Diese vollstdndige Artinsche L-Reihe ist meromorph auf C und geniigt der Funktional-
gleichung

A(S) X) = W(X) : A(l -5 )V() ’
wobei ¥(g) = x(g7!) und W (x) eine komplexe Zahl vom Betrag 1 ist ( die Wurzelzahl
2 X))

Auch A(s, x) besitzt die im letzten Satz genannten drei Eigenschaften. Damit braucht
die Funktionalgleichung und die Meromorphie von A(s,x) dank des Brauerschen In-
duktionssatzes fiir Gruppencharaktere nur fiir abelsche x bewiesen zu werden. Aus der
Definition von A(s, x) resultiert die meromorphe Fortsetzbarkeit von L(s, x) auf ganz C
(und eine abgeleitete Funktionalgleichung). Ist x abelsch und # 1, so ist L(s, x) sogar
eine ganze Funktion. Fiir nichtabelsche irreduzible x ist das vermutet, aber noch nicht
bewiesen (im Brauerschen Satz treten negative Koeffizienten auf).

Literatur hierzu: Tates Thesis (siehe Cassels-Frohlich, Algebraic Number Theory (Aca-
demic Press 1967)), oder Lang, Algebraic Number Theory (chapter 14)

oder die sogenannte Hecke Theorie in Lang (chapter 13) oder Neukirch, Algebraische
Zahlentheorie (Kapitel 7).

2. Die Werte von L(s, ) fiir ganzzahlige n sind noch nicht verstanden. Wie schon die
Wurzelzahl ® hingen auch die eng mit arithmetischen Eigenschaften ausgezeichneter
ganzzahliger Galoisstrukturen zusammen (Ganzheitsnormalbasen bei Ganzheitsringen,
Klassen- und Einheitengruppen &c.). Man weif (unter Ausniitzung der Funktionalglei-
chung)

fiir s = —1,—-2,—3,...1ist L(s,x) Null, es sei denn, K wire total reell. In dem Fall
=0, k <0 gerade )

ist L(s, x) algebraisch iiber Q fiir s € Z<p (und (x(s) { £0. k < 0 ungerade

Da die negativen ganzen Zahlen dicht in den p-adisch ganzen Zahlen Z, legen, kann man
eine p-adische L-Reihe Ly(s, x), s € Zjp, durch Interpolation an den Werten L(s, x), s €
Z<o, gewinnen und es zeigt sich, daf die im wesentlichen eine p-adische Potenzreihe
ist 19, Fiir Einzelheiten siehe etwa Iwasawa, Lectures on p-adic L-functions (Annals

8die auszufiihren, wiirde wohl den Inhalt einer Zahlentheorie 3 - Vorlesung ausmachen
“siche Frohlich, Galois module structure of algebraic integers (Springer 1983)
9darauf beruht die Twasawatheorie
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of Mathematics Studies 74), oder Tate, Les Conjectures de Stark sur les fonctions L
d’Artin en s = 0 (Birkhduser 1984).

3. Man erinnere sich in dem Zusammenhang an Eulers Formel

(%) Co(2k) = (— )“(()) By, fiir k € N,

k
= 2k=o Brir ).

(%) kann z.B. {iber die Funktionalgleichung aus (p(1 — k) = — % fir k € N gefolgert
werden. Prizise Angaben iiber die Werte (g(2k — 1) sind erst in jiingster Zeit mit Hilfe
von algebraischer K-Theorie erhalten worden.

in der By die 2k-te Bernoullizahl ist ( 2%

10. VERPASSTES

Zuviel ist’s hoffentlich nicht. Im Hinblick auf die zuletzt gemachten Bemerkungen gehért al-
lerdings sicher zweierlei dazu, a), (Galois)-Gaufk-Summen, und b), Fiihrer; beide treten in der
Wurzelzahl W (x) auf. Und in b) spiegelt sich dariiber hinaus genauere Verzweigungsinforma-
tion wider, woraus seinerseits die Verzweigung in Strahlklassenkorpern ablesbar wird. Um das
Studium der vollstdndigen Artinschen L-Reihe und das von L-Werten zu erleichtern, sei hier
wenigstens das Folgende zu a) und b) angemerkt.

1. Gauflsummen
Der klassischen lokalen Gaufisumme liegt ein lokaler Korper k£ D Q, und ein Charakter
X : BX — (Q°)* von endlicher Ordnung zugrunde. Der Fiihrer von Y ist f(x) = p/* mit
dem minimalen f,, so daf x auf U, ,if %) trivial ist. Der (additive) Standardcharakter 1y,
von k ist durch

trk/qu w

U s kD = Q5 (Q9)F mit Yy(Zy) =1, dp(pT") = 2P

definiert. Damit wird die Gaufssumme 7(x) zu

quc Yi(uc™),

wobei f(x) - Dyq, = cox ' und u € Up/1 + §(x) *. Man zeigt, dak die Definition
unabhingig von der speziellen Wahl von ¢ und von Vertretern von 1+ §(x) in Uy ist.
Des weiteren |7(x)| = v/Nf(x) - Die lokale Wurzelzahl W (x) ist nun

1 k=R
W) = k=c

«/Nf kDQ,.

Die globale Gaufsumme betrifft den Zahlkérperfall; k ist also jetzt endlich iiber Q und
x ein (komplexer) Charakter von C von endlicher Ordnung. Aus k) — Cj — (Q°)*
erhalten wir den lokalen Charakter x, und setzen

=[x, 700 =[] 7(xs)

pfoo ptoo

"'Dyq, ist die Differente
1250lche Summen iiber Produkte aus Werten multiplikativer und additiver Charaktere erscheinen schon in
der Lagrangeschen Resolvente (im Zusammenhang mit Hilberts Satz 90)
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(die Produkte sind endlich). Es zeigt sich, dak dann

W) =]Whw) Wel0), Wel) = JTW)

ptoo ploo

gilt und folglich W (x) = 7(X)Woo(X)//NF(x) -

Nun zu Galois-Gaufssummen. Zunéchst sei wieder £ O @, lokal und x ein Charakter von

G f (k°/E) mit offenem Kern (ist y abelsch, so impliziert die Klassenkorpertheorie,

dak x als ein Charakter von k* von endlicher Ordnung aufgefafst werden kann). Es gibt
nun eine eindeutig bestimmte Q°-wertige Funktion x — 7(x) mit

T(x1+x2) = 7(x1) - 7(x2), 7(x) ist das frithere 7(x) im Falle eines abelschen
Charakters x, 7(ind%(x)) = 7(x) fiir endliches K/k (also Gx < Gj und
G : Gi| < 00) und (virtuelle) Charaktere x von G vom Grad 0.

Wieder folgt
[T = VNF(x), Wx) = 7(X)/ vV Nf(x) ,

und, ins Globale gewendet (iiber Gg, < Gg), T(X) = [l,100 T(Xp) &c. Was aber ist
jetzt §(x)? Dazu gleich; bemerkt sei vorher noch, daf die Galoisautomorphismen von
Gg sowohl auf den x als auch auf den Werten 7(x) wirken und daf man die beiden
Wirkungen vergleichen kann. Erst dieser Vergleich birgt die Méglichkeit des Ubergangs
zu arithmetischen ganzzahligen Objekten :

Galoishomomorphismen auf den Charakteren = kohomologisch triviale Galois-
Torsionsmoduln .

Die Existenz der lokalen Galois-GauRsummen ist nicht einfach zu beweisen und benutzt
deutlich mehr als nur den Brauerschen Induktionssatz.

Literatur: Washington, Introduction to cyclotomic fields (Springer GTM 83), Chapt.6;
Frohlich, loc.cit., Chapt.3; Martinet, Character theory and Artin L-functions (in Froh-
lich [ed.|, Algebraic Number Fields (AP 1977).

. Die Herbrandfunktion, Normen, der Satz von Hasse und Arf, Fiihrer

Sei zunéchst wieder k£ D Q) lokal und K /k galoissch mit Gruppe G. Die Verzweigungs-
gruppen G, fiir x € R>_1 waren so definiert:

oGy < iglo) >2r+1 < wg(o(a)—a) >z+1 Va € ok)

(die Bedingung rechts braucht tatsichlich nur fiir ein a mit ox = ox[a] getestet zu
werden).

DEFINITION. ¢(2) = [ magy  (mit p(z) =2 fix —1 <2 <0)

Fiir n € N ist also p(n) = ﬁ Yoo |Gil —1; das ist i.allg. keine ganze Zahl.

Das ¢ ist stetig, stiickweise linear, wachsend, konkav; die Umkehrfunktion ¢ auf [—1, o),
die Herbrandfunktion, ist deshalb auch stetig, stiickweise linear, wachsend, aber konvex;
des weiteren 1(0) =0, ¥(n) € N fiir n € N (denn mit v < ¢(n) < v+ 1 fiir v € N wird

|Goln = |G1] + - -+ |Gy + (n — v)|Gpy1] und \GVH\‘\GZ-\ fir i <v).
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DEFINITION. G® = Gy (also G '=G,G° =Gy, G* =1 fiir grofie ).
Mit dieser Definition gilt
N<aG = (G/N)* =G*N/N, g, = g/r o gy fiir F = KN
Fiir unverzweigte Erweiterungen K /k ist die Funktion ¢ einfach genug, ¢ (z) = z, und
man sieht, daf NK/k(U[((n)) = U,gn).

Fiir vollverzweigte Erweiterungen K /k gilt nur noch
Nicp(URE™) € U Nigu (0 c ufrt?
und man hat eine exakte Sequenz

n n N, n n
Gy [Gustmyr = U™ (U =200 jo Y.

Aus diesen Beobachtungen resultiert der

SATZ von Hasse-Arf. Fir abelsches G ist ein Sprung s in der Reihe G* (also ein s mit
G* # G*¢ (Ve > 0)) eine ganze Zahl.

—frpwic(o) o #1

DEFINITION. ag(o) = { FrinYoppicw) o=1

heifit der Artincharakter von K /k.

Jedenfalls ist ag eine Klassenfunktion auf G und (ag,1) = 0. Die Bezeichnung ‘Cha-
rakter’ fiir aq ist erst gerechtfertigt, wenn (aq, x) € Z>o fiir alle komplex-irreduziblen
Charaktere x von G gilt. Das ist der Fall, wie aus dem Brauerschen Induktionssatz
zusammen mit 1.-6. unten und dem Satz von Hasse-Arf folgt.

a) ag = indgo(ago)
(©) (@) = X0 e (X(1) = (res g 1))
d) ag/n(@) = v Yomsaclo) fix NG

(e) resg(a(;) = wrQp/m)pn + frpan fir H < G und F = KH (0py ist die Diskri-
minante)

(a)

(b) ag=>72, m ind gz (pe; — 1) mit dem reguléren Charakter pg, von G;
)

(

(f) fiir abelsches x ist (aq, x) = @(cy) + 1 mit ¢, = max,{res gnx # 1}

Der Fiihrer eines Charakters x von G ist nun als §(x) = p{®@X) definiert; dies setzt we-
gen (f) die frithere Definition von Fiihrern abelscher Charaktere auf héherdimensionale
x fort.

Wir globalisieren: K/k ist jetzt eine galoissche Zahlkiorpererweiterung mit Gruppe G.
Sei p ein Primideal von k£ und 9B|p eines von K. Definiere iy als den Artincharakter der
lokalen Erweiterung Kq/k, mit Gruppe Gy und

o, = ind gm oup

des weiteren, fiir einen Charakter x von G, f(x) = [I, pl@X)  Das ist der Fiihrer des
(globalen) Charakters x. Es gilt
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foa +x2) = f(x)ilx2), f(1)=1,
fr/k(ind “x) = Dé(/llgNF/k(fK/F(X)) fiir einen Charakter x einer Untergruppe

H von G mit Fixkorper F',

fre/p(inflg yX) = fryr(x) falls N <G, F = KN und x ein Charakter von
G/N ist

Ok = Hxirr fOOXY)  “Pihrerdiskriminantenproduktformel”

Literatur: Serre, loc.cit., Chapt.3

3. Maximal abelsche Erweiterungen mit vorgegebener Verzweigung

(a)

Ist & O Qp lokal, so liefert das Normrestsymbol eine (stetige) Injektion k* —
G2P | denn der Kern ist (i /kabetsen Vi /e K™ =, (k*)™ . Die Abbildung ist nicht
surjektiv, weil links eine lokal-kompakte, rechts aber eine kompakte Gruppe steht
(das Bild ist jedoch dicht; der Unterschied zur Surjektivitéit resultiert aus

Zoe~mh— ol 7 ¢ 7 =1lmz/n,

n

wobei oy, = limo g ;. der Limes der Frobeniusautomorphismen o /5, der unverzweig-

ten Erweiterungen K/k ist).
Ist £k D Q global, so liefert das globale Normrestsymbol die stetige Abbildung
Cr — G35 mit Kern Dy, def ﬂK/k abelsch Vi /kCK - Jetzt ist die Abbildung surjektiv
(weil CY kompakt ist); Dy, ist aber nicht trivial, sondern die Gruppe aller unendlich
dividierbaren Elemente von Cy, i.e., Dy = {a € C : {Ya € C (Vn € N)} =
M Ck (O R>o).
Ebenso wie in (b) sieht man, dafs, wenn m die Moduln mit { mp >0 f?r pes
n, =0fiirp ¢S
durchlauft, (), Cj* die Normgruppe der maximal abelschen Erweiterung von & ist,
die nur in S D Sy verzweigt. Restriktionen an die Verzweigung in S bedeuten
Einschrinkungen an die n, fiir p € S.

Findet man abelsche Erweiterungen K /k mit vorgegebenen lokalen Erweiterungen
K /k, fiir endlich viele p? Dazu sei hier ein Satz (dessen Beweis nicht trivial ist)
angemerkt :

S sei eine endliche Menge von Primidealen p des Zahlkérpers k£ und s :
[Is %, — Cj die kanonische Abbildung. Die ist injektiv und stetig, aber
nicht offen. Dennoch gilt wunter s entsprechen die offenen Untergruppen
von endlichem Index in [[g k) eineindeutig denen von im (s) (in der von
Cy, induzierten Topologie). Letztere sind die Durchschnitte von im (s) mit
den Normgruppen Ny, Cr endlicher abelscher Erweiterungen K/k.

SATZ. i. Zu jedem p € S sei eine positive ganze Zahl n, mit n, =
1 oder 2 fir p reell
{ 1 fir p komplex
Erweiterung K/k vom Grad kgVg{n,} mit [Ky : k] = n,.

ii. Zu jedem p € S sei ein lokaler Charakter x, der Ordnung n, vorge-
geben. Dann existiert ein globaler Charakter x mit Restriktionen x,
und Ordnung kgVg{n,}, es sei denn, ein p|2 liege in S, in welchem
Fall vielleicht nur die Ordnung 2kgVg{n,} erreichbar ist.

vorgegeben. Dann existiert eine zyklische
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Das ist eine (schwache) Version des Satzes von Grunwald-Hasse-Wang. Der
zweite Teil des Satzes iibertrifft den ersten Teil insofern, als die jeweiligen
lokalen Erweiterungen (und nicht nur ihre Grade) vorgegeben sind.

Literatur: Artin-Tate, Class Field Theory (Benjamin 1976), Chapt.10,11
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