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1. GANZE ALGEBRAISCHE ZAHLEN

Es sei R C S ein Paar von nullteilerfreien Ringen (mit derselben 1); insbesondere kann S also
als R-Modul angesehen werden. Wir setzen K = Quot(R) und L = Quot(S5). Natiirlich gilt
K C L.

DEFINITION. s € S heiffit ganz iiber R, wenn es ein normiertes Polynom f(x) € R[x] mit
Nullstelle s gibt. S heifst ganz iber R, falls alle s € S diber R ganz sind.

LEMMA. s € S ist genau dann ganz iber R, falls es einen endlich erzeugten R-Teilmodul
M # 0 von S mit sM C M gibt. Insbesondere ist der Begriff “ganz iber R” vertriglich
mit +,—, X .

Beispiele von iiber R ganzen Elementen : Ist s € S algebraisch iiber K, so ist rs ganz fiir ein
geeignetes 0 # r € R. Natiirlich ist jedes » € R ganz iiber R.

LemMA. 1. Der Begriff ganz st transitiv, d.h. im Folle dreier Ringe R C S C T gilt: ist
t €T ganz tber S und S ganz iber R, so ist t ganz tiber R.

2. Der Begriff ganz ist vertriglich mit Homomorphismen: Ist S ganz tiber R und
f S8 — 851 ein Ringhomomorphismus (mit f(1)=1), so ist f(S) diber f(R) ganz.

3. Im Fall, dafy L/K eine endliche, separable Korpererweiterung ist, sind die Koeffi-
zienten des irreduziblen Polynoms eines iiber R ganzen Elementes s € L ganz iiber
R, insbesondere also Spr, i (s) und Np/k(s).

!Dank an Simone Schuierer und Andreas Nickel



DEFINITION UND LEMMA . Die Menge R aller iiber R ganzen Elemente von L heifit der ganze
Abschlup von R in L. Dies ist ein Ring. R heifit ganz abgeschlossen in L, falls R = R gilt.

Insbesondere sind ZPE-Ringe in ihrem Quoptientenkérper ganz abgeschlossen.

SATZ. R sei ein in Quot(R) = K ganz abgeschlossener, noetherscher Integrititsbereich und
L/K eine endliche, separable Kirpererweiterung. Dann ist der ganze Abschlufi R von
R in L endlich erzeugt als R-Modul (und insbesondere ein noetherscher Ring).

Im Beweis geht wesentlich die nichtausgeartete Bilinearform (z,y) — Spr /k(7y) auf L ein.

FOLGERUNG. Ist R ein Hauptidealring, so ist R ein freier R-Modul vom Rang [L : K].

LEMMA. M sei eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R mit 1 € M. Ist S ganz
iber R, so ist Sy ganz tiber Ryr. Ist S = R in L, so gilt Sy = Ry in L.

Es sei p ein Primideal in R und S ganz iiber R.
LEMMA. pS # S; genauer: es gibt Primideale B von S mit p = PN R. Des weiteren :

p maximal in R <= P maximal in S.

DEDEKINDRINGE :

DEFINITION. FEin Ring o heif$t Dedekindring, falls o

1. nullteslerfres,
2. noethersch,
3. ganz abgeschlossen (in K = Quot(o) )

4. und falls jedes Primideal # 0 in o mazimal ist.

Hauptbeispiele von Dedekindringen sind (neben Hauptidealringen) die ganzen Abschliisse von
Z in Zahlkorpern K, also in endlichen Korpererweiterungen K/Q.

SATZ. In einem Dedekindring o ist jedes Ideal # 0 eindeutig als Produkt von endlich vielen
Primidealen # 0 darstellbar.

Das verallgemeinert die ZPE-Eigenschsft von Hauptidealringen. — Fiir den Beweis (und fir
spétere Ausfiihrungen) ist der Begriff eines gebrochenen Ideals g des Dedekindringes o niitzlich:
dies ist ein endlich erzeugter o-Untermodul in K = Quot(o). Gleichbedeutend ist g = r~! - a
mit einem 0 # r € o und einem Ideal 0 # a von o. Wir vereinbaren: (gebrochene) Ideale eines
Dedekindringes seien ab jetzt stets # 0; wir zédhlen also das Nullideal extra.

Obiger Satz folgt nun im wesentlichen aus

fiir Primideale p gilt 0 G p~! def {a e K:ap Co}.
FOLGERUNG. 1. Zu jedem Ideal a C o gibt es ein gebrochenes Ideal a=' mit a-a~! = o.

2. Die gebrochenen Ideale eines Dedekindringes o bilden eine freie abelsche Gruppe J,
mit den Primidealen als Erzeugenden.



3. Hat der Dedekindring o nur endlich viele Primideale, so ist er schon ein Haupt-
idealring.
4. Jedes Ideal a von o ist von zwei Elementen erzeugt, wobei eines beliebig # 0 in a

vorgegeben werden darf.

LeMMA. Ist o ein Dedekindring und 1 € M C o eine multiplikativ abgeschlossene Menge, so
ist die zugehdrige Lokalisierung opr auch ein Dedekindring. Die Abbildung g — gpr ist
ein Gruppenepimorphismus J, — J,,, mit Kern {g:gN M # 0}.

DEFINITION. L D K seten endliche Kdrpererweiterungen von Q. Die ganzen Abschliisse von
Z in L und K werden mit of, bzw. ox bezeichnet. Dies sind Dedekindringe und zugleich
freie Z-Moduln vom Rang [L : Q] bzw. [K : QJ.

Z 1 4
Beispiel : Og(v/d) = { Z{—fcg N %\/ﬁ] Zi 1 Ezg 4 wobei 1 # d € Z wie iiblich quadratfrei
sei.
Es gilt og = Z; der ganze Abschluf von o in L ist or; oy, ist ein endlich erzeugter (torsi-

onsfreier) ox-Modul. Uber jedem Primideal p von of liegen nur endlich viele p enthaltende
Primideale By, --,P4 von o, ndmlich die in der Produktzerlegung

poL:milmgg

auftretenden; natiirlich ist deren Anzahl g > 1 abhéngig von p. Die Zahl e; heifit Verzeigungs-
index von B; beziiglich K; die Zahl g die Zerlegungszahl von p beziiglich L.

Ist B Primideal in o7, und p eines in ox, so sagen wir B|p, falls P D p (oder gleichbedeutend,
falls BN ox = p).

LEMMA. 1. og/p ist ein endlicher Kérper. Seine Charakteristik ist die Primzahl p, die in
p liegt, also p|p.
2. Blp = o1,/ P ist eine endliche Korpererweiterung von o /p (vom Grad fy, dem
Restklassengrad von P beziiglich K ).

3. Ist L/K galoissch mit Gruppe G = G/ und gilt B|p, so sind die (nicht notwendig
verschiedenen) o(B) = {o(a) : a € P}, fir o € G, genau alle iber p liegenden
Primideale. Diese haben alle den gleichen Verzweigungsindex und alle den gleichen
Restklassengrad beziiglich K.

Bemerkung: Wir werden spiiter fiir Zahlkdrper sehen: >.9_; e;f; = [L : K] fiir jedes p.

DEFINITION. 1. $k def Doy 15t die von allen gebrochenen Hauptidealen erzeugte Unter-

gruppe von Ji def Jop, also O ={a-0p:0#a € K}.
2. Der Quotient clx = I /9K heifit die (Ideal-) Klassengruppe von K.

Bemerkung: Wir werden im Zahlkorperfall sehen, daf clx eine endliche (abelsche) Gruppe
ist; ihre Ordnung kg heifit die Klassenzahl von K. Beispiel: hg = 1. Berechnen kann man hg
mit Hilfe des Residuums der Zetafunktion von K (siehe Kapitel 3).

2. DER DIRICHLETSCHE EINHEITENSATZ

Das Rechnen in o ist aus zwei Griinden schwerer als in Z:



1. In o gilt die eindeutige Primfaktorzerlegung nicht fiir Elemente, sondern nur fiir Ideale.
Das erzeugt das Hindernis clg.

2. Einheiten in ox entgehen dem Idealbegriff. In Z sind dies nur +1.

Seien K 2O k endliche Erweiterungen von Q und K/k galoissch mit Gruppe G. Den ganzen
Abschluff von Z in K bezeichnen wir mit ox, seine Einheitengruppe oy mit £ = Eg.

Wir interessieren uns fiir die Struktur von E als ZG-Modul, untersuchen aber zunéchst nur
den Z-Modul E.

Nach dem Satz vom primitiven Element ist K = Q(«) fiir geeignetes a € K und Ig,q =
{Isomorphismen von K ({iber Q) nach C} = {01,092,...,00,0p41,0,41s---0rts,Opts} mit
r+2s = |[Ig/gl = [K: Q] =:n und

oi(a) €R fiir i <r,
oi(a) e C\Rfiiri>r+1
Trrj(a) = oppj(a) fiir 1 < j <s.

Wir bezeichnen {ibrigens auch die o; fiir 1 < ¢ < r sowie die Paare 0;,0; firr+1<i<r+s
mit p; (der Grund hierfiir wird erst spéter deutlich werden.)

Die Wirkung der Galoisgruppe G auf K werde exponentiell notiert: a” fiir a € K,0 € G.
Dariiber hinaus operiert G auf I /q: fiir 0; € I/g und o € G setze 0,0 = oy mit a7 =

q° o (Va € K). Beachte: 0j0 = 0y = 7,0 =7.).

DEFINITION. Ss def {p1,- s Prist; Seo besitzt also eine G-Wirkung von rechts.

7S def {Z:;Ff zipi © 2z € L} ist daher ein ZG-Rechtsmodul.
r+s

(Die Gleichheit in ZSw ist so definiert: S zip; = S.its 2lp; <= 2z = 2} (Vi).)
i=1

DEFINITION. Seia € K. Setze |al; := |a%| fiir 1 <i < v und |al; := |a%|? firr+1 <i < r+s.

Betrachte nun die Abbildung

r+s r+s
AN FE—->R®;ZSs = {Zripi :1; ER} =RSy, €+ Zlog|elipi.
i=1 1=1

Beobachtungen :
1. )\(6162) = )\(61) + )\(62)

2. MF)=1¢C H:=R®z AS.
H ist eine Hyperebene in dem reellen Vektorraum V = RS, mit Basis p;, 1 < ¢ <
r+s=:m;H = ker[p; — 1]. (€ ist insbesondere torsionsfrei.)

3. XMe?)=Ae)? firo € G

zu 2.: Betrachte ZSoo — Z, pi — 1,575 zip; — 3715 2. Diese additive und G-vertrigliche
=1 i=1 g
Abbildung heift Augmentation. Thren Kern bezeichnen wir mit ASw, also ASee = {32717 2ip; -
:if zi = 0}. Dies ist ein ZG-Modul und R ®7 ASy = H |

LEMMA. Falls B eine beschrinkte Teilmenge von V ist, so sind €N B und A\~ (€N B) endlich.



FOLGERUNG. ker(\) = {e € E :loglel; = 0 (Vi)} ist endlich. Als Untergruppe von K> ist
ker(X) somit zyklisch; genauer ker(\) = px = Gruppe der Einheitswurzeln in K .

LEMMA. € ist endlich erzeugt, und zwar von reell unabhdingigen Vektoren in H.
FOLGERUNG. E~ ug ®7%, d<m—1=dimH.

SATz. (Dirichletscher Einheitensatz) d = m — 1, i.e., B ~ px © 27571

Die ZG-Struktur von E ist bis heute ein Geheimnis; es gilt allerdings

~

FOLGERUNG. e A(e) induziert eine RG-Isomorphie R @z E ;. R ®7 ASy .
Bevor wir die Beweisschritte zum Einheitensatz skizzieren, benétigen wir noch eine

DEFINITION. Sei W ein reeller d-dimensionaler Vektorraum mit Basis e, = 1,...,d. L heiffit
ein volles Gitter, falls L = {Zﬁ:l Zuly * 2, € Z} mit dber R linear unabhdngigen l, gilt.
Fr = {Zzzl ruly 0 <1y < 1} heifit die Pundamentalmasche des Gitters. Wir setzen
vol(L) = vol(Fr) = |det(au,)|, falls I, = >~ auve,. Beachte, dafi vol(L) unabhdingig von
der Wahl der 1, fir L ist.

Um den Dirichletschen Einheitensatz zu beweisen, miissen wir also zeigen, daf ¢ C H ein
volles Gitter ist. Dies folgt im wesentlichen aus dem

LEMMA. Es ezistieren eq,...,er1s—1 € E mit logle;|; > 32, [logle;li| Vj.

Somit ist also (log |ej|;) =: (aj;) eine reelle r+s—1x7+s—1 - Matrix mit positiven Eintrégen
auf der Hauptdiagonalen und aj; > >, |ayi|. Fiir derartige Matrizen gilt, wie aus der
linearen Algebra bekannt, det(a;j) # 0. Dies beweist dann den Dirichletschen Einheitensatz.

Der Beweis des Lemmas ben&tigt mehrere Schritte.
Zunéchst betrachten wir die Abbildung

®: K—R" ar (a,...,a% , R(a7*),F(a),...).

M = @}_,Zm; sei ein volles Gitter in K. Die Diskriminante von M ist definiert als d(M) =
det(m?"’)2 € C, wobei oy, die Isomorphismenmenge Iy /o durchlduft (gleichwertig, aber viel-
leicht schoner, ist diese Definition: d(M) = det(Spg q(mim;))i,;)-

LEMMA (*). ®(M) ist ein volles Gitter in R™ vom Volumen 275\/|d(M)].

Der Faktor 27° entsteht durch die Identifizierung R™ = R” x C® iiber (R(c), 3(c)) < (¢, €) und
der Berechnung der Determinante der reellen Matrix iiber C: elementare Umformungen und
das Herausziehen von =% und 27% veréndert die erste Matrix in (m7*).

T r+s
Wiéhle nun fiir 1 < j <r+s Zahlen ¢; > 0 mit [] ¢; [] c? > (%)5\/\d(M)|. Dann existiert
j=1 " j=r+1
ein 0 # a € M mit |a%| < ¢j. Denn die Menge {(aq,...,ars) =v € R" X C* : || < ¢} hat

T r+s
das Volumen T[] (2¢;) II (wcj) > 27t5/[d(M)] = 2"27%\/[d(M))].
j=1 j=r+1

J=r

Die Behauptung des vorletzten Lemmas folgt jetzt aus Lemma(*) und dem



SATZ. (Minkowski) Sei W wie oben, L ein volles Gitter und C C W beschrankt, konvex und
symmetrisch um 0. Dann gilt: vol(C) > 2%ol(L) = 3L > 1 # 0 in M. Ist C zudem
kompakt, so geniigt es, vol(M) > 2%vol(L) zu fordern.

Wir setzen M = ox und bezeichnen d(M) mit dx. Dann wihlen wir ¢ > /|dk|, und, fiir
festes 5,1 <7 <r+s—1, und beliebiges k € N

Cj(k’) = CIH_1 j <r Kk ) . < < o
{Cj(k‘)226k+1 i>r+1 v erps(k)=c", (k) =1 (V1<i#j<r+s—1).
r r+s
Dann ist ] ci(k) I ci(k)? =c > |dk|.
j=1 j=r+1

Somit existiert also 0 # ay, € o mit [a7’| < ¢;(k), also 1 < [Nk g(ax)| < c. Da die Hauptideale
(b) in o mit Ng/q(b) = v zwischen vox und o liegen, gibt es nur endlich viele Hauptideale
mit Erzeugern mit Norm < ¢ ( eindeutige Primidealzerlegung ). Und da wir unendlich viele ay,
haben, gibt es also natiirliche Zahlen k,t > r+s mit agy¢ = €jax, €; € E. Mit [Nk g(ag)| > 1

(und e; 2 oder 2, je nachdem j < r ist oder nicht) folgt nun der Reihe nach

K > vla?\ef = ‘NK/Q(G’]C)|/HV;£]' lag” | > c*

1> |ag[* = [Nijo(an)l/ Tz lap” | = e fiiw i # jyr+5 -1
’5j1|ej — |akzi—t|ej/|akj‘ej > Ct > CT‘+871

c> % >t firi#jr+s—1

log ]e?jj\ej > (r+s—1)loge> 37, |log \a}”\el! )

Beispiel: [K : Q] =2, K = Q(v/d), d € Z quadratfrei. Fiir d > 0 ist E ~ (£1) X Z , fiir d < 0
ist B =pxg =72/2,72/6,7Z/4, je nachdem ob —d = 2 oder > 4, oder d = —3, oder d = —1.
Sei nun d > 0, also K C R, und e eine Einheit # 1. Unter allen Grundeinheiten (also
solchen Einheiten, die den freien Bestandteil Z in E erzeugen) gibt es genau eine vom Betrag
> 1. Berechnet werden kann sie so: Setze e = z + yv/d. Jede andere Einheit > 1 ist dann
=e"=ux,+ yn\/g und es gilt

Tnt1 + Ynp1Vd = (x4 dyyn) + (xyn + yza)Vd.

Im Fall d # 1 mod 4 sind  und y in Z~o, und deshalb auch x,,y,, weshalb die Folge (x,)
streng monoton wichst. Im Fall d = 1 mod 4 gilt dafelbe Argument, sofern nur # > 1 ist. Die
einzige Ausnahme, x = % ,filhrt znd =5und e = % + % V5. Mit anderen Worten: e = z+yv/d
hat die kleinste Komponente z unter allen Einheiten > 1. Beachte noch: e = 3 (z + yV/d) ist
Einheit, genau wenn 22 — dy? = +4 (mit z,y € Z) gilt.

Bemerkung. Man kann den Dirichletschen Einheitensatz leicht wie folgt verallgemeinern.
Statt nur Soo = {p1- ..., pr+s} zu betrachten, arbeite man mit einer endlichen Menge S D S,
indem man noch endlich viele Primideale q1,...,qm aus ox zu So hinzunimmt und nun die
sogenannte S-Einheitengruppe Eg von K betrachtet :

Egs = {e € K : in der Primidealzerlegung des gebrochenen Hauptideals eox kom-
men nur die q; vor },
Es ist damit die Einheitengruppe des Dedekindringes og def {a € K : in der Prim-

idealzerlegung des gebrochenen Hauptideals aox haben hochstens die q; negative
Exponenten} . Beachte og, = ox .



Das Analogon zum Dirichletschen Satz lautet nun Eg ~ pux x Z!S! und sein Beweis verlduft
wie friiher unter Verwendung der neuen Abbildung \ : Eg — Rl ¢ Y i<i<risloglelipi +
Y 1<j<m log |elq;a; mit [e]q; = q{aj, falls g; die in q; enthaltene Primzahl und €; die Vielfach-
heit des Faktors q; in eof ist.

Ist K/k galoissch mit Gruppe G und S stabil unter G (i.e., o(q;) € S (Vj)) so sind Fx und Eg
ZG-Moduln und der Dirichletsche Satz liefert (zusammen mit dem Satz von Noether-Deuring
aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen) die Existenz eines ZG-Monomorphismus ¢ :
AS — FEg, wobei, wie frither mit S, anstelle von S,

AS:{ZZPP:ZpezaZzp:O}CHSCRSZRISI.
peS peS

Nur in wenigen Fillen kann man explizite ¢ tatsédchlich angeben.

3. DIE ANALYTISCHE KLASSENZAHLFORMEL

Unsere Hauptinformation iiber die Klassengruppe clig beschriankt sich auf deren Ordnung.

DEFINITION. Die Dedekindsche Zetafunktion des Zahlkorpers K ist durch die Reihe
(k)= > W erklart. Hierbei ist N(a) def lor/a| und z € C, R(z) > 1.
aCog

Fir K = Q ist (g die uns bereits bekannte Riemannsche Zetafunktion ((z) = Y02, &.
Die Konvergenz von (x(x) beweist man analog zum Fall K = Q; wie dort hat man ein
Eulerprodukt (x(7) = [ c,, (1 — N(p)~*)~1.

DEFINITION. Der Regulator Ry des Zahlkorpers K ist der Betrag eines r + s — 1-Minor der

Matriz (log |e;];) i<i<r+s—1 , wobei die e; Fundamentaleinheiten von K sind.
1<j<rts

Bemerkung. Die Definition ist sowohl unabhingig von der Wahl des Minors als auch von der
der Fundamentaleinheiten. Die erstgenannte Unabhingigkeit resultiert aus }_; log leil; = 0,
die letztgenannte aus der Basiseigenschaft der e;.

SATZ. (Analytische Klassenzahlformel)
2T+57TSRKhK
res z—1(x () = limy (v — 1) () = ———F——,
: ‘ |V dx|
mit hix = |cli| = Klassenzahl von K, ux = Einheitswurzeln in K, dx = Diskriminante
von K % d(og) und Rix = Regulator von K.

Bemerkung : Hier sind zum ersten Mal analytische Daten (wie resy—1(x ()) und arithmetische
Daten (wie hy) verkniipft.

4d d# 1 mod 4

Diskriminantenbeispiele : dQ(\/g) = { d de1mod4

HiLFssATZ. (vgl. Kapitel 4) Fiir zwei ganze Ideale a,b C ox gilt:

N(ab) = N(a)N(b)
N((a)) = [Ng/gla)l
d(b) = N(b)%dg.



LEMMA. hjp < oo

Zum Beweis der analytischen Klassenzahlformel isolieren wir zunéchst den Faktor hx:

Definiere fiir 7 € clg : (x-(x) = X N(la)zv somit (g(z) = > (k-(x). Wihle nun
aETganz TECl K

ein ganzes Ideal b € 7~1. Dann gilt b O ab = aog C o, a € b. Hiermit ergibt sich

Chir (@) = N(6) T (o N((@)) 7 = N(6)° Thsues [Nk j(a)| -, wobei die Notation 3’ be-

deute “summiere modulo Einheiten“. — Also (x(z) = >, (kx,+(z), und um den Summanden

Ci () 7u verstehen, miissen wir uns mit Y. beschéftigen.

Betrachte dazu das kommutative Diagramm

Ny )
K>< R" X CS ~ R" a (ao'l"“7a0'r,a0'r+17“"aar+s)
R (logla®|,...,log|a’"|,2log|la®+1], ..., 2log|a’+s|)
. L
und allgemein (Y1, ..., Yr, Yrt1s- - Yrts) = (loglyil, ..., loglyr|, 2loglyr1l, - . ., 2log[yr+s|)-

Man bemerke, dafs ¥ die natiirliche Fortsetzung der Dirichletabbildung A ist.
Definierein R"™**: 1o =1=(1,...,1), Lys = (1,...,1,2...,2),1; = ¥(e;) (V1 < i < r+s—1)
mit einem Satz e; von Fundamentaleinheiten von K.

Wie im vorigen Kapitel bewiesen, sind die 1;,1 < i < r + s — 1, linear unabhéngig und
(1;:1<i<r+s—1)=H=1% Da (1,451) #0, folgt R"* = (1;: 1 <i <r+ s).
Schreibe L(y), fiir y € (R” x C*)*, beziiglich dieser Basis: L(y) = Y127 &1;. Die & bezeichnet
man als logarithmische Koordinaten von y.

Beobachtung : Zu a € K* existiert genau ein e € Ex mit ®(ae) € §F, wobei y € § C R" x C*
folgendes bedeutet:

L. LO(y) =347 &1 mit & € [0,1) fir 1 <i<r+s—1

), Le., arg(ae)? € [0, %)

2. y1 hat den Winkel in [0

2w
ek
Die erste Bedingung resultiert aus der Gittereigenschaft von V(Fg) = A(Fk) in H, die zweite
erreicht man durch Multiplikation mit einer geeigneten Einheitswurzel aus px.

§ nimmt also Bezug auf die eingeschrinkte Summation S oben. Fiir § gilt - §F C F, falls
a € Ry, da diese Streckung nur die logarithmische Koordinate von f bei e,;¢ @ndert.

r+8

,
Wir definieren noch die Normabbildung N : (R" x C%)* — R*, y — Hl yil H+1 lyi|?, und
1= 1=T

bemerken N(®(a)) = [Ng/g(a)|. Mittels dieser Normabbildung setze §1 def {fes: N(f) <
1}, so dak also offensichtlich § = ;> a1 fiir jede monoton steigende unbeschréinkte Folge
a; € Ryo; iiberdies ;81 C o181 -

Wir haben damit erreicht
Ckr()=N@E)* > N~
0AfED(6)NF
und miissen nun ®(b) N F bestimmen. Dazu sei, fiir ¢ > 0,

M) S #{f e do)Ntn g1} =#{f €t »D(b)NF1}.



Die Menge ganz rechts ist als Schnitt eines Gitters mit dem beschrénkten §; endlich, weshalb
wir aufgrund von [J,_, o, tnF = §, die zu bestimmende Menge ®(b) N F als eine abzédhlbare
Menge erkennen und dann so schreiben kénnen

o(0)NF={f1,f2,...} mit N(f;)=:t;und t; < t;y;.

Héngen wir an jeden Gitterpunkt in t_%fb(b) N & die Grundmasche des Gitters ¢~ = o (b)

an, so iiberdecken die entstehenden Maschen die Menge t_%i)(b) N F1, und im Falle der
Mefsbarkeit von §1 C R™ erhalt man

vol(§1) = tlgglo M(t)vol(t™ g ®(b)), also Mt(t) - VZ;)(lég(L))) _

Bemerkung . Zufolge von Lemma(*) aus Kapitel 1 und dem Hilfssatz weiter oben hat das

Gitter t_%é(b) das Volumen
1, 1,
227\ ldo)] = 127N (o) /ldx]

Und vol(§1) = 2r|7;;B|fK . Die Berechnung des Volumens des “abgeschnittenen Kegels“ § ist
eine reine Volumenbestimmung im R" (vgl. z.B. dazu das Buch von Frohlich und Taylor)
Der Faktor ﬁ entsteht durch Weglassen der zweiten Eigenschaft von § D §1; 2" und 7°
sind natiirlich auftretende Volumina; Ry resultiert aus dem Wechsel zu den logarithmischen

Koordinaten.

r+s sR
Zusammengefaft: v = —2 T K
[ [N (b)4/|dK |

Der Definition von M (t) entnimmt man ohne weiteres die Abschitzung M(t; —e) < i <
M (ti4+1) fir unsere Normen ¢; = N(f;) und fiir jedes € > 0, also

Mt
fim M) oy
i—oo T i—oo t;
und weiter 2 .
(v—e)* > i< tfxé(v—ke)‘”Zi_m
i>N i>N i i>N
Nun gilt
. 1 1 _ 1
il—>ml($_1)zz'7$:1’_ t—qc:N(b) ICK:T(:B)_ZE’
i>1 i>N <N

somit lim, 1 (z — 1){k - () ; vN(b) .

4. IDEALNORMEN, ZERLEGUNG VON PRIMIDEALEN IN ENDLICHEN KORPERERWEI-
TERUNGEN, DISKRIMINANTE UND DIFFERENTE

Sei k C K eine Zahlkérpererweiterung mit ox =: O und o =: 0. Wir definieren die multipli-
kativen Abbildungen

i:I(o) = I(9D), ar>ad

N :I(9) — I(o), A= L= B;" = ILimg N(B:)“,
wobei N (;) = p’i, falls p = P No und [O/F; : o/p] =

2wir beschrinken uns hier auf reelle z > 1



Beobachtungen.
1. 7 ist injektiv.
2. Fiir den Spezialfall £ = Q gilt N(A) = [O/a| = Ng /o ().
3. Falls K /k galoissch mit Gruppe G, so gilt iN(P) = [[,eqc B’
4. Ni(p) = plf* fiir Primideale p in o.

[ Zu 8.: Ni(p) = N(ITi_y B5) = [T}y N(B:)% = [I/_, p®/i. Die Behauptung folgt nun aus
dem néchsten Satz.|

SATZ. Fir ein Primideal p von o mit pO = [[j_; B* und [O : Pi] = fi gilt: >i_j eifi = [K : k.

Beweis des Satzes: Wir lokalsieren o und O nach p. Dann ist o, ein lokaler Dedkindring mit
maximalem Ideal p, also insbesondere ein Hauptidealring. O, ist ein semilokaler Dedekindring
und damit ebenfalls ein Hauptidealring; das Erzeugende von 9; bezeichnen wir mit ;. Ferner
ist O, ein freier o,-Modul mit Basis eq, ..., ey, n = [K : k], und O,/p9O, ein o,/p-Vektorraum
der Dimension n. Unter Beachtung des Chinesischen Restsatzes gilt O,/p0, = ®I_,0,/B;
und wir erhalten

n= dimOp/pr/PDp =i dimop/p(gp/mfi) =i eifis

T

da [D,/%i : 0p/p] = f; und P /Pl =2 pETLPIT (Vo < i < ).

LEMMA. Sei k C K eine Zahlkorpererweiterung und B = box ein Hauptideal in K. Dann

Beweis. Sei zunichst K/k galoissch. Wende die Abbbildung i an:

iN(B) = [l,eq(bor)” = Ng/ip(b)ox
i(Ngsx(b)or) = Niyx(b)ok

Aus der Injektivitéit von ¢ folgt die Behauptung.
Im allgemeinen Fall betrachte die Situation in I, wobei H die galoissche Hiille von K/k
bezeichne, und verwende Ny, = NNy (fiir Element- und Idealnorm).

DEFINITION. Sei k C K eine Zahlkérpererweiterung, M eine abelsche Untergruppe von K,
A ein Ring in k mit Quot(A) =k und B der ganze Abschluff von A in K. Setze

MY {a € K : Spg/p(aM) C A}.

Beachte: ist M ein B-Modul, so auch M’; insbesondere ist M’ mit M ein gebrochenes Ideal,
da M eine k-Basis von K enthilt und folgendes Lemma gilt:

LEMMA. Ist M = Amy & ... & Amp, n = [K : k], so gilt M' = Aty & ... & Aty mit
Spi i (timg) = 0ij (Dualbasis).

LEMMA. 1. Fir ein Ideal 2 in K gilt A’ = (o)A~}

2. Ist k C K C L eine Zahlkérpererweiterung, so gilt O,L/k‘ = UIL/Ko/K/k'
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Beweis zu 2.:

SpL/k(UIL/KUIK/kUL) = SpK/kSpL/K(O/L/KUIK/kUL) = SpK/k(UIK/kSpL/K(U/L/KOL)) C o, da
SpL/K(o'L/KoL) C og. Es folgt o’L/k 2 o’L/Ko’K/k.

Umgekehrt, sei nun 3 € o/, /- Dann. gilt
Spr/k(Bor) = Spr/kSPr/ K (Boror) = Spxr(oxSpr K (Bor)).

Aus Spy,,(Bor) C o resultiert Spy, g (Bor) C o’K/k. Es folgt

0f 2 (O,K/k)_ISpL/K(/gUL) = SpL/K((OIK/k)_lﬂUL)v
und damit B(U’K/k)_l C U’L/K. Hieraus ergibt sich die Behauptung.
DEFINITION. Dy i = (o) ™! wird als die Differente von K/k bezeichnet.

Beobachtungen :

1. Dk = Pr)x Pk -

2. Ist S C oy eine multiplikativ abgeschlossenen Menge, so gilt

IDsfloK/Sflok — S_ID

oK /ok*

DEFINITION. Sei n := [K : k], a1,...,a, € K. Dann ist die Diskriminante der a; als
d(ai,...,an) = det(afj)2, oj € Iy definiert. Sie liegt in k.

Beobachtungen :
1. d(ay,...,an) #0 < ay,...,a, bilden eine k-Basis von K.
2. (a1,...,a0)T = X(b1,...,bp)T, X € knxn = d(b1,...,by) = d(a, ..., a,)(det X)2.
3. Schreibe K = k(a). Dannist 1,a,a?,...,a" ! eine k-Basis von K mit D(1,a,...,a" ') =

[1 (a% —a°)? ( Vandermonde-Determinante ).
1<i<j<n

DEFINITION. M sei ein freies oy-Gitter in K. Dann ist D(M) = d(as,...,ay), falls die
ai,...,a, eine Basis von M bilden 3.
Ist A ein gebrochenes Ideal in K, so ist D(A) = (d(aq, . ..,an)).,; dies ist ein gebrochenes
Ideal in k. Hier ist das Erzeugnis iber alle k-Basen von K in 2 genommen.

Bemerkungen :
D(M) ist nur modulo (0;)? bestimmt.

Sind M; C My freie o-Moduln vom Rang n, so gilt D(Ms)|D(M;) und die Gleichheit
der Gitter folgt aus der ihrer Diskriminanten.

Man iiberpriift S~!D(2) = D(S~') fiir multiplikativ abgeschlossene Mengen S C oy.

3wir wechseln von d zu D, um anzuzeigen, daf wir uns nicht unbedingt im Fall k¥ = Q befinden
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SATZ. Fir ein gebrochenes Ideal B € o gilt: D(B) = N(%)QDK/k.
Hier bezeichnet Dy, die Diskriminante von K /k und ist durch Dy, = D(ok) definiert.

Beweis. 1. Fall: ox besitze eine Basis a1, ..., a, iiber o und es sei B = bog.
Dann ist baq, ..., bay, eine ox-Basis von % und es gilt

Dy € D(ox) = det(af”)?ox

und
D(B) = D(bog) = det((ba;)?7)%o, = det(b”7a;’ )05 = N(B)> Dy /.

Der allgemeine Fall entsteht nun aus diesem durch Lokalisieren nach den Primidealen p von
ok, da 0k, ein Hauptidealring ist.

Den Zusammenhang von Differente und Diskriminante beschreibt der folgende
Satz. N(Dg) = Dg i
Beweis. Bemerke zunichst, daf D(ox)D(o) = 1. Hierzu sei ohne Einschrinkung
o = @ opa;, o = @?Zlokbj, (a;,bj) = d;j
(sonst lokalisiere). Dann ist
D(og) = det(al*)?o, D(0) = det(b?")on,

und es folgt (det(af*) det(b7”))* = 1.
Beachte weiter, daf nach dem letzten Satz D(o%) = N(D~1)2D(ok) gilt. Aus diesen beiden
Beziehungen erhalten wir 1 = D(ox)D(0%) = N(D1)2D(0x)? und somit N(D)? = D(ok ).

Hieraus folgt die Behauptung.
Beispiele :

1. K/Q habe den Grad n und a4, ..., a, seien {iber Z linear unabhéngige ganze Elemente
in K. Dann gilt
d(ai,...,an) = Dg/q - ok : (a1, . .. Lan)z]? .

2. K = Q(\Vd),1 # d € Z, quadratfrei. Dann ist die Dualbasis von 1,v/d bzw. 1, —% +

1 11 1 11 _ | 2vd-z[Vd]
2Vd, 3, 575 bow. 2+m’f’aIS°DK/Q_{ Vd-Z[=5 + 3Vd].

3. Die Dualbasis von 1, o, a2, ..., a" ! im Kérper K (o) vom Grad n iiber K ist f/ﬂ(oa) e ?,”@3
mit 2@ — g an-ly 45,

5. KOMPLETTIERUNGEN

Wir wollen nun den Begriff der Komplettierung einfiihren. Wir betrachten dazu wieder einen
endlich-dimensionalen Zahlkérper K iiber Q und darin den Ring der ganzen Zahlen o = 0.
Sei a € K* beliebig. Dann kann man das von a erzeugte Ideal oa eindeutig schreiben als

w1 p;" mit Primidealen p; und n; € Z. Fiir ein Primideal p in o setze w,(a) = w(a) := n;,
falls p = p;, sonst 0. Des weiteren setze w(0) = oco.

12



Beobachtungen :
1. w

2. w

(
(
3. w(a + b) > min(w(a), w(b))
4. w(
(

5. w(K)=2ZUoo

Elemente 7 mit w(w) = 1 heifen Primelemente fiir w.

DEFINITION. FEine Abbildung w: K — ZUoco mit (1), (2) und (3) heifit eine diskrete Bewer-
tung von K.

Uber w 1kt sich nun ein Betrag auf K definieren: |a| = |al, := pféw"(“), wobel p die ganz-
rationale Primzahl in p und e = e, /, die zugehdrige Verzweigungszahl ist, also p € p© \ petl.
Dieser Betrag erfiillt nicht nur die Dreiecksungleichung, sondern sogar |a + b| < max(al, |b]).
Die e-Bille Uc(a) = {z € K : |a— x| < €} erzeugen eine Topologie auf K. Additiv geschrieben
entsprechen diese den Ups(a) :={z € K :w(a—2z) > M}, M € N.

DEFINITION. Fine Folge (an)nen in K heifit konvergent gegen a € K, in Zeichen limy,_,o a,, =
a, falls
Ve >03IN=N(e) eN:Vn>N:|a—ap| <e€

oder additiv, falls
VM eNIN=NM)eN:¥Yn>N:w(a—ay)>M
Die Folge heifit eine Cauchyfolge, falls
Ve>03IN =N(e) eN:Vn,m >N :|ap —am| <€
oder additiv, falls

VM e NIN =N(M)eN:Vn,m >N :w(a, —am) > M

Jede konvergente Folge ist natiirlich eine Cauchyfolge.

DEFINITION. o, = {z € K : w(z) > 0} = {z € K : |z| < 1} heifit der Bewertungsring zu w.
Dies ist gleich dem alten o, = {# : @ € 0,b € 0\ p}. Im Folgenden bezeichne CF,, die Menge
aller Cauchyfolgen aus K bzgl. w. Dies ist ein lokaler kommutativer Ring mit 1. Das maximale

Ideal N, sind die w-Nullfolgen.

DEFINITION. Der Kérper Ky, := CF,,/Ny, heifit die Komplettierung von K beziiglich w.
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Da fiir jede Cauchyfolge, die keine Nullfolge ist, w(ay,) fiir hinreichend grofes n konstant bleibt,
1Rt sich w auf K,, fortsetzen. Es ist dann K, vollstdndig beziiglich w. Den Bewertungsring
bezeichnen wir mit 0,, = {x € K, : w(x) > 0} und sein maximales Ideal mit p,,. Es gilt:

o/p=o0p/p=0y/pw = K, .
K, enthilt K als die Menge der konstanten Folgen.

Sei nun 7 € K ein Primelement fiir w und x € K5 mit w(x) = n. Dann 148t sich z als
Laurentreihe in 7 mit Koeffizienten o; aus einem fest gew#hlten Vertretersystem von K, in
0 schreiben

r=n"ag+ 7" o + 7" Pag+....

Die Potenzreihen entsprechen also den Elementen von o,,. Man beachte, dak o,, kompakt und
K, lokalkompakt ist.

o0
LEMMA. > a;, a; € Ky , konvergiert <= a; — 0.
i=0

LEMMA. Zwei Bewertungen wi und wo bestimmen genau dann die gleiche Topologie auf K,
wenn es ein 0 # o € Q mit wi(x) = aws(z) (Vo € K) gibt.

Das liegt an der Tatsache, dak {x € K : 2™ — 0} = {z € K : w(x) > 0}.

Insbesondere tragt jede endliche Erweiterung L von K, eine eindeutige Topologie, die w
fortsetzt und somit enthélt der ganze Abschluf von o, in L nur ein einziges Primideal # 0.

LEMMA. Sei K ein Zahlkérper tiber Q. Dann gilt: K ®q Q, = @ K,.
plp

Beweisskizze. Wihle zunéichst ein primitives Element o € K mit Minimalpolynom f(z) €
Q[z]. Bs sei f(x) = [1&; fi(z) mit iiber Q, irreduziblen Polynomen f; € Q,[z]; also K ®¢Q, =
@l | K; mit K; = Qu[z]/fi(x). Jedes solche K; ist dann die Komplettierung von K bzgl.
einer Bewertung wy,. Sei n = [K ®q Qp : Qp]. Dann ist einerseits n = [K : Q] = 3, e; f; (mit
den iiblichen Bezeichnungen) und andererseits n = [@,; K; : Qp] = > ;K : Qp) = X, eifi
Es darf also kein K, fehlen. Analog zeigt man fiir jede Zahlkorpererweiterung K/k, dak
K ®p k, = @ K, gilt.
alp

Ein Analogon zum Newtonverfahren im Reellen ist der folgende

SATZ (Hensels Lemma). Sei K komplett, f(z) € o[x] und m € o ein Primelement. Es gebe ein
ap € o mit w(f'(ap)) =w >0 und w(f(ag)) > v > 2w.

Dann gibt es ein aq € 0 mit a1 = o9 mod 7%, w(f(a1)) > v+ 1 und w(f'(a1)) = w.

Interpretation: Falls ag eine Nullstelle von f mod 7 ist, so kénnen wir sukzessive weitere
Nullstellen aq, ag, ... von f mod 7 konstruieren, die bzgl. der Bewertung w von K gegen eine
Nullstelle & von f konvergieren. Der Beweis ist konstruktiv: Setze zunichst o = ap + 7"~
mit 8 € o. Schreibe f(ap) = 7%y und f'(ap) = 7w mit w(y) > 0 und w(u) = 0. Dann ist 3
die Lésung der Kongruenz v = —u/3 mod 7.

LemMa (Krasners Lemma). Sei K komplett, o, € K¢, L = K(B,0(a) : 0 € Igy/k)- L
erbt von K eine Bewertung w. Es gelte w(8—a) > w(o(a)—a) fir alle1 # 0 € Ix(a)/k-
Dann ist K(a) C K(5).
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Beweis. Sei T € I (g,a)/K(3)- Wir wollen 7 =1 zeigen. Weil es nur eine einzige Bewertung auf
K (B, a) gibt, gilt wr = w. Falls 7 # 1, so gilt also w(7(a) —a) < w(f—a) = w(B—7(a)). Der
Vergleich der Bewertungen auf der rechten und linken Seite von 7(a) —a =7(a) =+ —«
liefert den Widerspruch.

Konsequenzen aus den vorangegangen beiden Lemmata sind folgende
Beobachtungen : Sei K komplett, f(x) € K[z]| separabel, n = deg(f).

Ist g(x) € K[z] vom selben Grad n und koeffizientenweise nahe bei f, so liegen auch die
Waurzeln von f und g nahe beieinander.

Ist dabei f irreduzibel, so auch g.
Ist L/Qyp eine endliche Erweiterung, so ist L = K, fiir eine geeignete endliche Erweite-

rung K/Q.

FOLGERUNG. Bis auf Isomorphie hat K nur endlich viele Erweiterungen von gegebenem Grad.

An dieser Stelle wenden wir uns fiir einen Moment zuriick ins “Globale” :

1. Sei o € K*, K ein Zahlkdrper. Wir definieren

Lo def p‘wp(o‘)fplp wenn p C 0k
P | (@) [ 9T 2 wenn ploo & p > {04,7,} C I /g, 0p(K) CR bzw.o,(K) £ R .

Damit gilt die
PRODUKTFORMEL. [[, || a[[,=1.

Der Beweis benutzt die Aquivalenz

Ist L/K galoissch, so gilt die Produktformel fiir A € L genau dann, wenn sie

Damit reicht es, sie fiir @ € Q nachzuweisen und hier wiederum, nur Primzahlen ¢ = «
zu betrachten.

2. Sei K /k eine galoissch-endliche Erweiterung von Zahlkdrpern mit Gruppe G := G /p,p C
k prim, K = k(«a), fo(x) € k[z]. Wie bereits bekannt, gilt

K ®g k‘p = @K‘,rn fa(x) = Hf‘l?(x)a k‘ﬁ = k’p(a‘n),
Blr »

wobei ag Nullstelle von fy(z) ist. In dieser Situation wird die Zerlegungsgruppe im
Globalen die Galoisgruppe im Lokalen:

Sarz. Ky /k, ist galoissch mit Gruppe G = {0 € G : 0(B) = B}.
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Beweis: Sei a1 eine Wurzel von fg, (), also auch von f,(z). Da K/k galoissch, liegt a

in K. Die Abbildung 0 # h : Ky, — @ Ky, ag, — a1, zusammen mit den Projektio-
Flp
nen in die einzelnen Komponenten liefert Homomorphismen von Ky, nach Kg. Diese

sind entweder gleich der Nullabbildung oder injektiv. Letzteres ist jedoch aufgrund der
Eindeutigkeit der Bewertung nur fiir = PBo der Fall. Somit ist oy € Ky, und Ky, /k,
galoissch.

Sei nun o € G, /i, Dann ist 0|k € Gp: Auf K haben wir die Bewertungen wy und
wy 0 0. Da o € G, , stimmen diese iiberein, und es folgt o() = P. Wir erhalten
also eine Abbildung Gk, /i, — Gg, 0 — ol|k; diese ist injektiv. Da beide Gruppen
gleiche Machtigkeit haben (Schluf wie bei der Produktformel) folgt die Isomorphie.

Zuriick ins Lokale:
SATZ. Seien O bzw. o die Bewertungsringe von K bzw. k. Es gibt ein o € O mit O = o[a].

Beweis: Wihle ein Primelement I1 € K und ein v € K, so dak K = k(¥). Dann wird O
von den Elementen IT'y/ mit 0 < i < e und 0 < j < f iiber o erzeugt: nach Nakajama
geniigt es némlich, hierzu die Situation modulo p zu betrachten, wobei p das maximale [deal
in o bezeichnet. Man kann nun v so wihlen, daf ein Polynom g(z) existiert, so daf g(v) ein
Primelement ist: setze jetzt a = v. Zur Konstruktion von v: Wihle zunéchst ~ als Vertreter
von 7 und g(z) mit g(z) = f5(z), also w(g(y)) > 1. Bei Gleichheit sind wir fertig. Ansonsten
wiihlen wir ein weiteres Primelement I € © und ersetzen v durch 7+1:[. Dieses neue vy besitzt
die gewiinschte Eigenschaft.

DEFINITION. Sei K/Q, endlich, p das mazimale Ideal in o und U := o*. Dann heifien die
Gruppen U™ = {14z : w(xz) > n} = 1 +p" die 1- Einheiten n-ter Stufe.

Die Abbildung U — K, 2 — T induziert eine natiirliche Isomorphie U/U® ~ K. Fiir alle
i > 1 liefert 1 + n'z +— T eine Isomorphie U® /U(+1) ~ (FJF = o/p,+), die allerdings von
der Wahl des Primelementes m abhéngt.

SATZ. Sei K wie oben, mit Bewertung w. Dann gilt: [U : U] = [UD : UP)* ||, wobei
w(m) = s.

Beweisskizze: 0 := 0y, p := py, 70 = p,w(m) = s. Wihle r > s+ 1.

Wir zeigen zunichst (U)™ = U+s),

Sei hierzu 1+ 27" € UMz € 0. Aus (14 z7")™ = 1 + man”( mod 757 +1) folgt “C“.
Betrachte nun den Homomorphismus f : U — (UM)™ 2 — 2™ Dieser ist surjektiv: Sei
dazu U9 5 o = 14+t7"+5. Die Gleichung 2 = a = 1+t7"* besitzt mod " * die Lésung
r=1. Daw(ma™|,21) = w(m) = s, r+s > 2s, konnen wir Hensels Lemma anwenden und
erhalten eine Losung x = 14, v € U™ mit (1 4 4)™ = «. Hiermit folgt (UM)™ = Ur+s),
Beobachtung: Sei G eine (abelsche) Gruppe, V < G und f : G — H ein Homomorphismus.
Aus den Isomorphiesétzen folgt unmittelbar

(G : V] =1[f(G): f(V)][ker(f) : ker(f]v)].
Fiir UM < U und f wie oben iibersetzt sich dies in

(U UT+9)]

U U] =™ U [y, 2 1] = o el
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falls 7 so grok gewihlt wird, daR U keine m-ten Einheitswurzeln enthilt. Somit erhalten
wir

m U:U(T+S) ' r+Ss S
U:U™ = W\Mmr = [U" U || = [UD - UD) .

FOLGERUNG. Wegen K* = (m) x U und (K*)™ = (7™) x U™ gilt also [K* : (K*)™] =
m[UD : U ||, wobei w(m) = s.

Sei nun K/k eine endliche galoissche Erweiterung kompletter Korper. Die Restklassenkor-
pererweiterung K /k ist eine Erweiterung endlicher Korper und damit galoissch zyklisch:
Gx = (), ¢ der Frobeniusautomorphismus.

Aufschlu iiber den Zusammenhang von Gk, und G % gibt der folgende

SATZ. Sei K/k eine galoissch-endliche Erweiterung kompletter Korper. Dann exzistiert ein
kanonischer surjektiver Homomorphismus G, — G?/E' Der Kern dieser Abbildung
heifit Verzweigungsgruppe.

Beweis. Sei 0 € Gk/,. Da o sowohl oy, als auch P festléft, liefert o : ox /P — ox /P ein
Element aus Gz 7. Zur Surjektivitét: Schreibe K = k(a),a € ok. Sei 7 € GR/k 7()
ist Wurzel von fz(z), und damit wegen fsz|f. auch von f,. Da K/k galoissch, zerfillt f,
vollstindig iiber K: fu(x) = [[(x — o), a1 = «, also fo(z) = [[(z — @;) und 7(@) = a; fiir
ein gewisses 7. Indem wir nun die Abbildung k(o) — K, — «;, zu einem Isomorphismus
o € G liften, erhalten wir das gesuchte Urbild.

UNVERZWEIGTE ERWEITERUNGEN KOMPLETTER KORPER :

DEFINITION. Sei K/k eine endliche Erweiterung kompletter Korper. Diese heifit unverzweigt,
wenn ey, = 1.

Bemerkung: Aquivalente Definitionen sind:
K /Fk ist unverzweigt <= [r ist Primelement in k = 7 ist Primelement in K]
— [K:k|=[K : K|

LEMMA. Sei K/k eine unverzweigte Erweiterung kompletter Kéorper. Dann gilt:

1. K = k(@) = K = k(«) mit einer Hochhebung o € o von @.

2. K[k ist zyklisch: G, = (¢) mit ¢(x) = 29( mod P) (Vo € ox). ¢ ist hierdurch
eindeutig bestimmit und heifst wieder Frobeniusautomorphismus.

Beweis: zu 1.: Es gilt fz|fo. Damit ist deg(fx) = [K : k] < deg(fa) = deg(fa) < [K : k]. Da
K /k unverzweigt, folgt also deg(fa) = [K : k].

zu 2.: Da fo = fa, zerfillt f, vollstindig in K. Hebe diese Nullstellen hoch nach ox und
verfeinere geméfs Hensels Lemma zu echten Nullstellen von f,: Sei § Hochhebung einer Null-
stelle von fo. Dann ist w(f.(8)) > 0 und w(f.(3)) = 0, da fg separabel. Somit sind die
Voraussetzungen fiir Hensels Lemma erfiillt.

LEmMMA. Sei K/k eine endliche Erweiterung kompletter Kérper, K = k(a),a € 0, fa doppel-
wurzelfrei. Dann ist K/k unverzweigt und K = k().

17



Beweis. Sei L der Zerfallungskorper von fo: fo(z) = [[i;(x — a;) € L]x]. Nach einem obigem
Satz gilt ¢ : G — GZ/E' Dies ist sogar eine Injektion: Sei dazu ¢(o) = @ = 1. Dann ist
a; = o(@) = o(q;) (Vi). Da f, doppelwurzelfrei ist, folgt () = y; (Vi), also o = 1. L/k
ist also unverzweigt und damit zyklisch. Inbesondere ist K /k galoissch, und somit L = K.
Aus fo(z)= I (z—0o(a)= 11 (z—7(@))= fa(z) resultiert K = k(a@).

O’GGK/k UEG?/E

FOLGERUNG. Seik komplett. Dann existiert zu vorgegebenem Grad n genau eine unverzweigte
Erweiterung K/k.

Beweisskizze: Zur Existenz: Wéhle ein normiertes irreduzibles Polynom f(z) € k[z] vom
Grad n und setze K = k[z]/f(z). Hebe f(x) hoch zu einem Polynom f(z)in oj[z]. Dieses ist
ebenfalls normiert, irreduzibel und hat Grad n. Setze K = k[z]|/f(z).

LEMMA. 1. Sei k C K C L eine Erweiterung kompletter Kdrper. Dann gilt:
L/k unverzweigt <= L/K und K/k unverzweigt.

2. Seien K/k und L/k Erweiterungen kompletter Korper und K/k unverzweigt. Dann
ist auch KL/L unverzweigt.

Beweis: zu 1. : Dies folgt aus der Multiplikativitéit der Verzweigungsindizes.

zu 2.: Sei K = k(a), far doppelwurzelfrei. Bezeichnen wir mit f, ; das Minimalpolynom
von « iiber L, so ist dieses wegen fo 1|fa,r ebenfalls doppelwurzelfrei und somit K'L/L un-
verzweigt.

SATZ. Sei K/k eine unverzweigte Erweiterung kompletter Korper, m ein Primelement in k
und n = [K : k]. Dann gilt
NK/k(KX) = <7Tn> X Uk

Beweis. Da K/k unverzweigt, ist 7 auch Primelement in K. Sei nun K* 3 o = me, wi (e) = 0.
Wegen Ng/p(a) = Ng/i(m)Ngjp(e) = 7" Nip(e) geniigt es, Ng/(Ux) = Uy zu zeigen.
Hierfiir erinnern wir uns daran, daf Nf/% :K* — & und Sipf/ﬁ KT S & surjektiv
sind (vgl. Algebra I). Sei nun u € Uj. Es existiert also ein € € K = mit NF/E(GO) = u,
was wegen der Unverzweigtheit von K/k dquivalent zu Ng/p(€o) = u( mod ) ist. Es folgt
NK/k(egl)u = 1+ 217, x1 ganz. Wihle nun ein 77 € K mit Sipf/g(ﬁ) = 77 und setze
€1 = 1 +y17m, y1 eine Hochhebung von g1. Dann ist N ,(e1) = 1+ Spg/x(y1)m ( mod 72),
und es resultiert Ny /k(e(jl)u = Ng /k(€1) ( mod 7?). Fiihren wir dieses Verfahren sukzessive

fort, erhalten wir Ux > [[€;, € € UI(?, mit Ng,([1€;) = u. Das Produkt []e; konvergiert,
weil €; € UI(?.

Bemerkungen:

1. Wie im Fall einer endlichen Korpererweiterung tiber Q gilt Ist K/Q, endlich, so enthalt
K nur endlich viele Finheitswurzeln: |px| < oo .

Beweis: Sei ¢ € K eine Finheitswurzel. Dann zerlege ¢ = (1(2, wobei (1 p-Potenzordnung
und ¢, eine zu p prime Ordnung hat. Ist ¢» # 1, dann ist ¢ & U, da dies eine pro-
p-Gruppe ist. Deshalb bleiben fiir (o nur \fx\, also endlich viele Moglichkeiten. Fiir
(1 = (pn 16st (pn — 1 ein Eisenstein-Polynom in Z, vom Grad p" !(p — 1). Also gilt:
[Qp(¢pr) : Qp] — oo fiir n — oo.
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2. Jede komplette Erweiterung K /k besitzt einen eindeutig bestimmten Teilkorper Ky, so
dak K, /k unverzweigt und K /K, rein verzweigt ist.

REIN- UND ZAHM-VERZWEIGTE ERWEITERUNGEN KOMPLETTER KORPER :

Im Folgenden sei stets K /k eine endliche Erweiterung kompletter Korper, n = [K : k| = ef.

DEFINITION. K/k heifit rein (oder total) verzweigt, falls f =1 (also e = n).

SaTz. K/k rein verzweigt <= K = k(a) und fo(x) ist ein Eisenstein-Polynom.

In diesem Fall ist o ein Primelement in K.

Beweisskizze: Sei K/k rein verzweigt und II € K ein Primelement. Dann ist K = k(II), da
K aus Laurentreihen in II mit Koeffizienten aus einem Vertretersystem von K = k in K
besteht. Sei W die Bewertung auf K. Fiir die Eisenstein-Eigenschaft von frj(x) = Y1 a;a’
rechnet man (mit Hilfe der elementar-symmetrischen Funktionen) nach, daf W(a;) > 1 und
Wi(ap) = e = W (m) gilt, wobei 7 ein Primelement in k ist. Umgekehrt ist e = W(ap) =
W({[l,a%) =[K : kE]W(a) =efW(a). Also f=1=W(a).

Anwendung : Qp({yn)/Qp ist eine rein verzweigte Erweiterung vom Grad (p — 1)p" L.

ACHTUNG: Das Kompositum zweier rein verzweigter Korper kann ein unverzweigtes Teilstiick
enthalten! Dazu wihle Ky als die unverzweigte Erweiterung von Q, vom Grad p und K als
den Teilkérper von Q,((y2) vom Grad p iiber Q. L sei das Kompositum; es enthélt p + 1
Teilkérper vom Grad p iiber Q,, von denen je zwei L erzeugen und p rein verzweigt iiber Q,
sind.

DEFINITION. Sei p = char(k). Dann heifit K/k zahm verzweigt, falls p e, ansonsten wild
verzweigt.

Offenbar gilt: Sei L/K ebenfalls endlich. Dann gilt: L/k zahm <= L/K und K/k zahm.
Um auch ein Verschiebngsargument zu erhalten, brauchen wir zuerst den

SaTz. K/k ist genau dann rein und zahm verzweigt, falls es Primelemente I1 € K und 7 € k
gibt mit K = k(II) und II¢ =7, pfe.

Fiir den Beweis wahlt man sich zunéchst zwei beliebige Primelemente und konstruiert sich
dann iiber Hensels Lemma Primelemente mit den gewiinschten Eigenschaften: IIf = mie, € €
Uk, ¢ =e1 mod II; mit 1 € Uy, 861_1 st e-te Potenz.

LEMMA. Ist K/k zahm und L/k endlich, so ist auch KL/L zahm.

Zum Beweis vergréfhert man zuerst K zu der galoisschen Erweiterung H = Ky (V/€, /T, Ce)
von k (mit K = K (¢/7k€) , € € Uk, ). Dann betrachtet man die unverzweigte Erweiterung
LH,,/L und die galoissche Erweiterung LH/LH,,, deren Grad ein Teiler von e und die somit
zahm ist. Sie enthdlt LK.

SaTz. Sei K/k galoissch mit Gruppe G, o0 € G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. wlo(a) —a) >i+1 Va € Ok)
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2. o wirkt trivial auf O /P
3. w(o(a) —a) > i+ 1, falls O = ox[a]

DEFINITION. G; := {0 € G:w(o(a) —a) > i+ 1 (Va € Ok)} heifit die i-te Verzweigungs-
gruppe von K/k.

Es gilt: G_1 = G, und Gj ist die uns bereits bekannte Verzweigungsuntergruppe. Des weiteren
ist G; 2 Giy1 und G; < G fiir alle i. Schlieflich wird G; = 1 fiir geniigend grofses ¢. Es
interessieren besonders die Stellen, an denen G; # Gy gilt (diese “Spriinge” sind bis heute
nicht vollstindig verstanden).

LEMMA. Sei Il € O ein Primelement, i > 0, und o € Go. Dann gilt:

0€G < o(II)/II=1mod P
Beobachtung: G/Gy ~ G%/ ist zyklisch. Die Abbildung

Gi/Giz1 — Ul((i)/UI(;+1)
o o(ID)/I

ist nach obigem Lemma wohldefiniert und insbesondere ein injektiver Homomorphismus. Also
sind alle Quotienten G;/G;41 p-elementar abelsch. Deshalb:

G ist eine p-Gruppe (mit p € p). Im Lokalen gibt es nur auflosbare Galoisgruppen.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen Verzweigung und der Differente herstellen.
Datfiir sei zundchst daran erinnert, daf das Inverse der Differente D = Dy, das zu O duale
Gitter beziiglich der Bilinearform (z,y) = Spg /i (7y) ist. Im kompletten Fall gilt O = o[a] fiir
ein a € O, also bildet 1,q,...,a" ! eine Basis von O iiber o. Die Dualbasis sei do, . .. d,_1.
Diese liRt sich aus dem Minimalpolynom von « berechnen: ist fo(z) = (z — a)(bp—12™ ! +
... bix +bo), so gilt d; = %. Damit

LEMMA. a) 9" = D%, also D = (f! ()

b) Ist K/k zusdtzlich galoissch, so gilt w(D) = ;)(|GZ\ -1)
7
Dies folgt aus dem offensichtlichen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten von f, und den
bj, woraus © = og[a] = ogbo + ... + oxbp—1 resultiert, und der Berechnung von wg (fj () =
wi([lo(a —o(a))).
Den Zusammenhang zwischen der Verzweigung und der Differente (im kompletten Fall) liefert
nun der folgende

SATZ. a) K/k ist unverzweigt < D =1
b) K/k ist zahm verzweigt <= D = P, Dabei ist P das mazimale Ideal in O und
e die Verzweigungszahl.
¢) Ist K/k wild verzweigt, so ist ® = P mit d > e.

Wir kehren nun zur globalen Situation zuriick, i.e. K/k ist jetzt eine endliche Erweiterung

von Zahlkérpern. Da die Differente mit Lokalisierungen vertriglich ist, betrachten wir nur
ein festes Primideal p € o und bezeichnen mit o bzw. O die Komplettierungen von oy bzw.
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O nach p. Wir wissen bereits K @ ky = @y, Ky Analog gilt nun fiir die Ganzheitsringe
O®,0p = By)p O, wobei die Gleichheit aus der natiirlichen Abbildung resultiert, die z®y auf
zy in jeder Komponente abbildet: die Surjektivitit dieser Abbildung testet man am besten
modulo p (Nakayama); ihre Injektivitdt folgt dann aus der Torsionsfreiheit des freien o,-
Moduls O ®, 0,. Aus K ® ky = Py, Ky ergibt sich die Zerlegung Sprp = - Spyy, der
globalen Spur in die lokalen Spuren und daraus weiter, zuerst, 9’ ®, 0, = EB‘MP Dﬁp, und dann,
dab D, /k, genau die Potenz von P ist, mit der P in D/, vorkommt.

FOLGERUNG. Im Globalen gilt: K/k unverzweigt < D=1
Beispiele :
1. Kreiskorer — Es sei n = p"m, pt m. Dann gilt

(a) pist in Q(¢) unverzweigt <= ptn (i.e. r =0)
(b) fp = ordz/m)= (p mod m), e, = p(p")
(c) og(¢n) = ZlGn]

2. Die Galoisgruppe der Artin-Schreier Gleichung 2P —z — 1 € Z[z] ist die S,,.

Denn diese Gleichung ist modulo p irreduzibel und deshalb unverzweigt bei p; weil
aber der Betrag ihrer Differente > 1 ist, gibt es eine Primzahl ¢, die verzweigt. Ist
L der Zerfallungskorper, so existiert also ein 1 # 0 € Gy (mit q|¢ in L). Weiter muf
f(z) = 2P —x—1 mod g eine doppelte Wurzel besitzen, und x f'(x)—pf(x) = (p—1)z+p
zeigt, dak es genau p—1 verschiedene Wurzeln gibt. Davon léaft o p—2 fest und vertauscht
die beiden anderen, ist also eine Transposition.

IDELE UND IDELEKLASSEN :

Wir betrachten weiter die globale Situation, i.e. K ist ein Zahlkérper iber Q.

DEFINITION. Jx ={(...,Zp,.. Jpck | 7, € K\, fast immer x, € U,} heifit die Idelegruppe
von K, Cx = Jx/K* die Idéleklassengruppe von K.

Dabei laufen die p € K auch iiber die archimedischen Stellen. K* liegt auf natiirliche Weise in
Ji. Jg wird zu einer hausdorffschen topologischen Gruppe, indem wir eine Umgebungsbasis
der 1 auszeichnen: diese bestehe aus den kartesischen Produkten [, V,, wobei fast immer

Ve = U, und sonst V, = Up(m) gilt (bzw., bei den archimedischen Stellen, V, ein offenes
Intervall um 1 ist). Damit ist K> diskret und abgeschlossen in Jg. Ck ist mit Jx dann eine
hausdorffsche lokal kompakte topologische Gruppe.

Wir betrachten zwei Abbildungen:

JK - Ig
( y Lpy - ) = H pr (@)
pCK, endl.
JK R>o

N
(vzpy-) =TT sl
pCK

Bei der ersten Abbildung geht K* surjektiv auf die Hauptidealgruppe Pk, so daf wir eine
induzierte Abbildung Ck — cli erhalten. Bei der zweiten lduft das Produkt wieder iiber
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alle p, den Kern bezeichnen wir mit J9. Wegen der Produktformel enthlt dieser K*. Dies
induziert also Abbildungen C% ~ Cx — Rs, wobei C% = J%/K*.

Sei nun S eine endliche Stellenmenge von p C K. Setze
JS:JK,S:HUpX HKPX
pgS peS

Sind insbesondere S die archimedischen Stellen, so schreiben wir abkiirzend J fiir Jg__ . Es
gilt fiir S D Soo: K*NJg=Es={aec K :w,(a) =0 (Vp ¢ 5S5)}; Egs sind die S-Einheiten
von K. Wir erhalten folgendes kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

Fno — KX — P
I [ l
J9NJe = JY - Ix
i i i

(J9 N Js)/Ess — C% — cg

Die Endlichkeit der Klassengruppe clix und der Dirichletsche Einheitensatz liefern nun fol-
genden

SATZ. C’% ist kompakt.

Wahlt man S D S endlich, aber so grofs, dafs die p € S\ S die Klassengruppe erzeugen, so
gilt (JooK* N Jg)/Es ~ Js/FEoo, also insbesondere die

FOLGERUNG. Ck ~ Jg/Eg fiir S hinreichend grofs.

Sei nun K /k eine endliche Erweiterung von Zahlkorpern.

Beobachtungen:
1. Ji C Jk, indem man zq = z, fiir K O Plp setzt.

2. Ist K/k zusatzlich galoissch mit Gruppe G, so wird Jg (und damit Ck) zum G-Modul:
Ist z = (...,2p,...) € Jxk und 0 € G, so schreibe xy = limg x,,, wobei limg den
Limes beziiglich || - || bezeichnet. Setze dann o(x) = (..., lim,(g) o(2y), . ..) mit dem
entsprechenden Eintrag an der Stelle o().

3. Sei S D S, endlich und G-stabil. Dann ist auch Jg ein G-Modul.
4. J¢ = Jp.; deshalb Cy C O .
5. Auch ohne die Voraussetzung galoissch gilt: C C Ck.

Etwas aufwendiger zu beweisen ist der folgende
SaTz. Ist K/k endlich galoissch mit Gruppe G, so gilt: C% = Cy.

Dazu betrachte den linksexakten Funktor F(M) = MY, i.e. jede kurze exakte Sequenz M; —
My — Mj liefert eine Sequenz M — M§ — M. Die Surjektivitit geht i.A. verloren.
Wenden wir diesen Funktor auf die Sequenz K* — Jx — Ck an, erhalten wir also k™ —
Jp — C[Cé Daf hier die Surjektivitdt dennoch gilt, ist eine Folgerung aus Hilberts Satz 90.
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6. KOHOMOLOGIETHEORIE

Wir konzentrieren uns zunichst auf den Funktor ()¢, der einem ZG-Modul M die abelsche
Gruppe MG = {m € M : 2m = m (Vx € G)} und einer ZG-linearen Abbildung ¢ : My — My
deren Einschrinkung auf die Fixpunkte, also ¢ : M — MS zuordnet. Sind weiterhin M;
und My ZG-Linksmoduln und ist ¢ € Hom(Mj, Ms) nur ein Homomorphimus von abelschen
Gruppen, so wird Hom(Mj, Mz) iiber (z¢)(m1) = x(¢(x " m1)) zum G-Modul. Die Menge
aller mit G vertriglichen Homomorphismen bezeichnen wir mit Homg (M7, M) ; offenbar ist
dies Hom(Mj, M5)C. Insbesondere gilt fiir Z mit der trivialen G-Wirkung: Homg(Z, M) =
M€,

Beobachtung: Aus einer kurzen exkten Sequenz M’ — M — M” von ZG-Moduln (also
ker(M — M") = im (M’ — M)) wird die exakte Sequenz (M')¢ — M% — (M) ; man
verliert i.a. die Surjektivitdt rechts.

DEFINITION. Moduln der Form Hom(ZG, A), wobei A eine beliebige abelsche Gruppe ist, hei-
Ben koinduzierte Moduln.

SATZ. Es gibt genau ein System von Funktoren H1(G, M), q € Ng mit

HY(G, M) =M%
Fiir jede kurze exakte Sequenz von G-Moduln M' — M — M" gibt es Verbindungs-
homomorphismen HY(G, M") — HITY G, M") mit

..— HY(G,M') — HI(G,M) — HY(G,M") — H"™ (G, M) — ...

ist exakt.
H1(G,C) =0 fir q>1 und alle koinduzierten C.

Beweisskizze: Wahle eine ZG-projektive Auflésung von Z: ... ﬂPl ﬂ>Po 47 0, tiberall
exakt (d.h. imd, = ker d,—_1), mit projektiven ZG-Moduln F;; Z ist hier wieder der ZG-Modul
mit trivialer G-Wirkung. (Also z.B. Py = ZG, dy = augm; P, = der ZG-freie Modul mit
|G| — 1 Erzeugenden, die auf die Erzeugenden x — 1 von A(G) = ker dy abgebildet werden,
usw.). Dann ist auch Hom(Z, M) — Hom(FPp, M) — Hom(P;, M) — ... exakt, weil der
Kern der Abbildung P; — P;_1 ein Z-direkter Summand des Z-torsionsfreien Moduls P; ist.
Allerdings erfiillt die Sequenz

0% Homg(Py, M) & Home (P, M) % ...

nur noch d;j41d; = 0, d.h. nur im (d;) (=Korénder) C ker(d;+1) (=Kozkeln). Setze
HY(G, M) := ker(dg+1)/im (dg)

Die gewiinschten Eigenschaften sind leicht, wenn auch miihsam, zu iiberpriifen.

Die Wohldefiniertheit folgt aus der letzten Aussage des Satzes und der behaupteten langen
Kohomologiesequenz.

Diese behauptete lange exakte Sequenz ihrerseits beruht nur auf ein genaues Hinschauen auf
Diagramme der Gestalt

Homg(Py—1,M') — Homg(P,,M') — Homg(Pyi1,M')

!

Homg(P;—1,M) — Homg(P;,M) — Homg(Pyq1,M)
4 4 !
Homg(P;—1,M") — Homg (P, M") — Homg(P,q1,M")
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mit exakten Spalten (weil die P, projektiv sind).

Und die letzte Aussage im Satz fiir Hom(ZG, A) und einen beliebigen ZG-Modul N ist eine
Konsequenz des Isomorphismus

Homg (N, Hom(ZG, A)) — Hom(N, A)
¢ — [n— (¢(n))(1)], und umgekehrt h +— [n — ¢, mit ¢,(g) = h(g~1n)].

Die Eindeutigkeit der H(G, M) resultiert schlieflich aus der langen Kohomologiesequenz zu
M'ﬁHom(ZG,M’) — coker ¢ mit p(m’) = [g — m/].

Wir geben eine spezielle projektive Auflssung, die Standardauflésung, von Z an: Setze P, =
Z[G x ... x G]. Das ist ein freier G-Modul mit Basis (go, g1, - - ., gq) und Wirkung

q+1
9(90, 91, - - 99) = (990,991, - - - 99q) -

Definiere fiir ¢ > 0

d
Pq — Pq—l
q .
(907 o agq) — Z:O(_l)l(g(b s 9i—1,9i415 - - - 79(1)
1=

Py =7ZG — Z sei die Augmentation. Dann ist

P4 p™7 0

exakt.

Mittels der Standardauflésung bestimmen wir die ersten Kozykel und Kordnder. Sei da-
zu f € Homg(P,,M). Da f eine G-vertrigliche Abbildung ist, konnen wir ebenso f €
Hom(G x ... x G, M) auffassen. Schreibt man f in der Form f(1,91,9192,...,9192-"-9¢) =

q
©(g1,92,--..,9q)) so liefert eine direkte Rechnung, daf die 1-Kozykeln (i.e. ¢ =1, di(¢) = 0)

von der Form ¢ : G — M mit ¢(g192) = g19(92) +¢(g1) und die 1-Korénder (i.e. ¢ € im (dyp))
die ¢ : G — M mit p(g) = gm — m fiir ein m € M sind. Hat M triviale G-Wirkung, so gilt
also HY(G, M) = Hom(G, M), insbesondere ist H!(G,Z) = 0 fiir endliches G. Entsprechend
erhdlt man fiir die 2-Kozykeln die Bedingung g16(g2, 93) — (9192, 93) + ¢ (91, 9293) = ¢(91, 92)-
Die 2-Korander erfiillen ¢(g1,92) = g10(92) — ¢(9192) + ¢(g1) fiir ein ¢ : G — M.

Beispiel 1. HY(G,K*) =1 (und damit C¥ = C}). Dazu rechnet man nach, daf sich jeder
1-Kozykel f als 7 — ¢/c” mit einem ¢ = Y .o f(0)d” € K* schreiben 14t, wobei d eine
Normalbasis von K /k erzeuge.

Beispiel 2. Betrachte kurze exakte Gruppensequenzen der Form M — E — G mit abelscher
(endlicher) Gruppe M, also M < E und E/M ~ G. Es wirke G so auf M : Wihle zu g € G
ein Urbild e € E und setze gm = e~ 'me € M. Dies ist unabhiingig von der Wahl des Urbilds.
Eine Abbildung s : G — E mit s(g) mod M = g heife Schnitt. Es ist dann E = {m - s(g) :
m € M, g € G} und die Gleichung

mys(g1)mas(g2) = mis(gi)mas(g1) " s(g1)s(g2) = mimsy' f(g1,92)s(g192)

definiert eine Funktion f : G x G — M, den sogenannten Faktorzykel. Die Assoziativitit in F
liefert fiir f genau die obige Bedingung eines 2-Kozykels. Ist nun s’ ein weiterer Schnitt, der
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analog eine Funktion f’ definiert, so unterscheidet sich diese von f um einen 2-Korand. Es

folgt, dak H?(G, M) die Gruppenerweiterungen M — E — G klassifiziert (mit der Gleichheit
M — EFi —» G

resultierend aus || ! || ).Ist iiberdies die Erweiterung My — E7 — G zentral,
M — FEy —» G

d.h. My < Z(Ey) oder: G wirkt trivial auf M;, so wird eine G-Abbildung M; LN M>s von der
induzierten Abbildung H?(G, M) — H*(G, Ms) in das kommutative push-out-Diagramm

(e 3

My — FEy - G
gl vl |

M, & B, 5 ¢

ibersetzt, in dem Ey = By x Ms/{(a(m1),—B(m1))} und o/ (mga) = (ma, 1) sowie 6((e1,mg)) =
g(my) gilt.

Als néchstes leiten wir eine zur Kohomologietheorie analoge Theorie fiir den Funktor M ~ Mg
her, wobei Mg e M/A(G)M mit A(G) = (g—1: g € G)z gilt, so dak also Mg der grofte
G-invariante Faktormodul von M ist. Dazu betrachten wir zunédchst Tensorprodukte von G-
Moduln M und N. Uber g(m ® n) = gm ® gn (Ym € M,n € N) wird M ®; N zu einem
G-Modul. Setze mg := g~ 'm. Damit gilt das

LEMMA. Fir alle G-Moduln M und N gilt

1. M®ZGN:(M®ZN)G
2. (Z@ZM)G:MG

3. Ist M' — M — M" ezakt, so auch M}, — Mg — M. (die Injektivitit bleibt nicht
unbedingt erhalten).

DEFINITION. Moduln der Form ZG @ A heiffen induzierte Moduln. Dabei ist A wieder eine
beliebige abelsche Gruppe, auf der G trivial wirkt.

Fiir endliches G sind dies die alten koinduzierten Moduln aufgrund von
Hom(ZG, A) ~ Hom(Hom(ZG, Z), A) ~ Hom(Z, A) ~ ZG @ A

(vgl. auch das folgende Lemma).

Entsprechend zu friither gilt der

SATZ. Es gibt genau ein System von Funktoren Hy(G, M), q € Ng mit

HO(G7 M) = MG

Fiir jede kurze exakte Sequenz von G-Moduln M' — M — M" gibt es Verbindungs-
homomorphismen Hyy1 (G, M") — Hy(G, M') mit

.= Hy(G, M) — Hy(G, M) — Hy(G,M") — Hy1(G, M) — ...
1st exakt.

Hy(G,C) =0 fir g > 1 und alle induzierten C.
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Zum Beweis benutzt man dieselbe projektive Auflésung von Z wie in der Kohomologie. Wahlt
man den Standardkomplex und benutzt

ZIGT @u6 M =Z[GY @ M ={> (g1.---,99) ® f(g1.---,99)},
Ga

so erhilt man die 1-Zykel als die Abbildungen f: G — M mit 3 ,c5(9~" —1)f(g) = 0.
Wenden wir ()¢ auf die Sequenz AG — ZG — Z an, so erhalten wir bei trivialer Wirkung

von G auf Z

Hi(G,7) = A(G)/A(G)?> = G/G", g—1mod A(G)? < g mod G’ .

LEMMA. Sei P* := Hom(P,Z), P ZG-projektiv, M ein G- Modul. Dann ist Hom(P*, M) =
P® M.

Den Isomorphismus stiftet die Abbildung p@m +— @ : [¢ — ¢(p)m]. Fiir die Umkehrabbildung
wéhle eine Z-Dualbasis ¢; einer Basis p; von P und bilde den Homomorphismus f auf ), a; ®

f(bl) ab.

Betrachte nun die Abbildung
Ne: M — M

m = >, gm
geG

Beachte: im (Ng) € MY und A(G)-M C ker(Ng), also faktorisiert Ng iiber Mg. Sei ... P —
Py — Z — 0 wieder eine projektive Auflésung von Z. In dem Diagramm

0 - MY — Homg(Py,M) & Homg(P,M) — ...
Ne 1 do 1
0 — Mg « Homg(PLM) = Homg(Pr,M) « ...

liefert dann die obere Zeile H4(G, M) und die untere H,(G, M) *. Aukerdem ist d;d;—1 = 0
fiir alle 3.

DEFINITION (Tatesche Kohomologie). HI(G,M) = HI(G, M) fir ¢ > 1, H™9(G,M) =
H,1(G, M) fir ¢ > 2, HY(G, M) = MSNg(M) und H=(G, M) = ker(Ne)/AGM.

Es gilt offensichtlich: H~Y(G, M) = ker(dy)/im (d_1) und H(G, M) = ker(d;)/im (do).

SATz (Tate). Aus der kurzen exakte Sequenz M' — M — M" von G-Moduln resultiert die
lange exakte Sequenz

..— HYG,M") — HY(G,M) — HY(G,M") — HI*Y(G,M') — ...

fiir alle q € 7. Des weiteren: HY(G, M) = 0 fiir induzierte (oder koinduzierte) Moduln.

“statt der Homg (P;, M) kann man natiirlich genausogut P, ®c M schreiben
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Zu betrachten ist nur das Stiick, an dem die lange Homologie- mit der langen Kohomologie-
Sequenz zusammengesetzt wird. Man rechnet nach, daf das Diagramm

H2(G, M) M, Mg &
| I | |
A Hl(G,M”) — Ho(G,M/) — H()(G,M) — H()(G7MN) — 0
l Ne | Ne | Ne | |
0 - HY(G,M') — HG,M) — H°G,M") — HYG,M')— ...

kommutiert. Da H1(G, M) C Mg induziert das Diagramm die Abbildungen
H2(G,M") - HYG,M") - H (G, M) - H (G, M").
Und indem man obiges Diagramm fiir N = M’, M, M" um die exakten Spalten H (G, N) —
Hy(G,N) Ne H°(G,N) — H(G, N) erweitert, gewinnt man aus dem Schlangenlemma die
restlichen Abbildungen. Letzteres besagt folgendes: Ist
A % B - C
il Jjl kil
A - B 5
ein kommutatives Diagram mit exakten Zeilen wie gezeigt, so resultiert eine exakte Sequenz

keri - kerj — kerk — cokeri — cokerj % cokerk und die linke (rechte) Abbildung ist
injektiv (surjektiv), falls a injektiv (o surjektiv) ist.

Beispiel : Sei G = (g) zyklisch. Dann ist AG = ZG(g — 1) (geometrische Reihe!), des weiteren
haben wir die kurze exakte Sequenz Z — ZG — AG, wobei die erste Abbildung durch
1= G =) ,cqr und die zweite durch 1 — g — 1 gegeben ist. Durch Zusammensetzen mit
AG ~— 7ZG —» Z erhilt man eine exakte Sequenz Z £ 265 726 - 7.

Das Aneinanderhéngen dieser Vierersequenzen liefert

LEMMA. Sei G zyklisch und M ein G-Modul. Dann gilt HY(G, M) = HY2(G, M) fir alle
q €Z.

Insbesondere gilt H?(G, M) = H°(G,M) = M%/NgM und HY(G,M) = H Y (G,M) =
ker Ng/(g — 1)M mit G = (g). Fiir zyklisches G ist daher Hilberts Satz 90 genau der in
der Algebra bewiesene Satz Ist L/K zyklisch und Np () = 1, so gilt A\ = a/g(«) fiir ein
aeL*.

Als néchstes wollen wir Homomorphismen f : G — H von Gruppen betrachten. Ist M ein
H-Modul, so wird M iiber gm = f(g)m auch zu einem G-Modul. f induziert dann eine
Abbildung HY(H, M) — H1(G, M). Ist ndmlich ¢ : H x ... x H — M ein ¢g-Kozykel bzgl. H,
soist p: G x...xG— M, (g1,...,99) — V(f(g1),-.., f(gq4)) ein g-Kozykel bzgl. G.

Im folgenden schreiben wir H?(G, M) fiir HY(G, M), falls keine Verwechslungsgefahr besteht.
Sei nun M ein G-Modul und U eine Untergruppe von G. Dann kann die Abbildung

HY(G, M) — H(U,M), mw—m:M— M

iiber die induzierten bzw. koinduzierten Moduln fiir alle ¢ € Z fortgesetzt werden. Ist G =
UJx;U eine Zerlegung von G in Nebenklassen, so kann man entsprechend die Abbildung

Ngw : H(U,M) — HY(G, M), m~ Y xm: M — M

fiir alle ¢ € Z fortsetzen.
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DEFINITION. Die Abbildung res : HI(G, M) — HY(U, M) heifit Restriktion, die Abbildung
cor: HI(U, M) — HY(G, M) Korestriktion.

Es gilt: cor(res (y)) = [G : Uly. Ist also insbesondere U = 1, so folgt |G|HY(G, M) = 0 aus
HY(1, M) = 0.

FOLGERUNG. Ist M endlich erzeugt iber ZG, so ist H1(G, M) endlich.

Auf dem Niveau ¢ = —2 definiert die Restriktion eine Abbildung G/G" — U/U’, namlich die
gruppentheoretische Verlagerung. In umgekehrter Richtung gibt die Korestriktion die natiir-
liche Einbettung zuriick.

Aus der Sequenz Z — Q — Q/Z erhalten wir noch

H*(G,7) ~ Hom(G,Q/Z).

DEFINITION. Sei M ein G-Modul, N ein Normalteiler in G und f : G — G /N die Projektion.
Dann heifit die diber H1(G/N,MN) — HY(G,M"N) — HI(G, M) definierte Abbildung
inf : HY(G/N, MY) — HY(G, M) die Inflation (hier ist ¢ > 1).
SATZ (Restriktion-Inflationsequenz). 1. HY(G/N, M™N) i HY (G, M) HY (N, M) ist ex-
akt.
inf

2. Falls H(N,M) = 0 fir 1 <i < q—1, so ist HY(G/N,MY) — HY(G,M) =3
HY(N,M) exakt.

Dazu rechnet man den ersten Teil direkt nach. Den zweiten Teil erhédlt man induktiv durch
Dimensionsverschiebung: Man bettet M in einen induzierten Modul C ein, M — C — M'.
Dann ist H(N,M') = H*Y(N, M) = 0 fiir 1 <i < ¢ — 1 und wir erhalten per Induktion die
entsprechende Sequenz fiir M’ auf dem Niveau g — 1. Diese stimmt mit der fiir M auf dem
Niveau ¢ iiberein.

Eine wichtige Verallgemeinerung des Prinzips der Dimensionsverschiebung resultiert aus dem

LEMMA (Shapiros Lemma). Ist U eine Untergruppe von G und M ein U-Modul, so gilt fir
q > 0: HY(G,Homy (ZG,M)) = HY(U, M) sowie Hy(G,ZG @7y M) = Hy(U, M).

Schlufsbemerkungen :

1. Dieses letzte Kapitel ist zumindest insofern unvollstandig, als weder das Cupprodukt der
Kohomologietheorie noch die sogenannten kohomologisch trivialen G-Moduln Erwéh-
nung fanden. Das soll deshalb in der Fortsetzungsvorlesung im kommenden Semester
am Anfang stehen; erst dann ist ein stabiles Fundament fiir die Herleitung der Klassen-
korpertheorie gelegt.

2. Fine Zahlentheorievorlesung ohne L-Reihen ist ein Torso. Auch hier sei auf die Fortset-
zungsvorlesung verwiesen.
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3. Die Herleitung der Gruppenkohomologie aus den Funktoren M ~» M und M ~ Mg ist
ein Spezialfall der Herleitung sogenannter abgeleiteter Funktoren. Genauso prominente
Beispiele wie H*(G, M) sind etwa Exth (M, N) und Tory (M, N). Bei den beiden letz-
teren wird von R-Moduln M und N (im zweiten Fall Mr und grN) und den Funktoren
N ~» Hompg(M,N), N ~ M ®r N ausgegangen (M ist also fest, N lauft; R ist ein
Ring mit 1). Der erste Funktor ist linksexakt, der zweite rechtsexakt. Nimmt man eine
R-projektive Auflssung ... = Po — P| — Py -» M von M und die Homologie in

dg— d,
— Homp(P,_1, N) %= Homp(Py, N) 2% Homp(Pyr1, N) “5 baw.
d d,
— Fg+1 ®RNq—+1>Pq ®RN£>P(1—1 @r N5 also
Extf,(M, N) ¥ kerd, /imd, 1 bzw. Torh(M, N) < kerdy/imdgy1

so erhélt man durch R, M, N wohlbestimmte abelsche Gruppen Ext} (M, N), Tork(M,N),
die in zu einer kurzen exakten Sequenz N’ — N — N” gehorige lange exakte Sequenzen

— Ext%(M, N') — Extd(M, N) — Ext%(M, N") — Ext&™ (M, N') —
(¢>0, Ext%(M,N) = Homgr(M,N)) bzw.
— Tor%, (M, N') — Tor%h(M,N) — Tor%h(M,N") — Tor?{l(M, N) —
(¢>0, Tot'h(M,N) =M@ N)
passen. Der Beweis davon ist analog dem fiir H*(G, M) — mit zwei Ausnahmen :
i) solange nicht M endlich erzeugt iiber R und zudem R noethersch ist, kann man
keine Auflésung von M durch endlich erzeugte projektive Moduln P, erreichen,

ii) der Beweis der Unabhéngigkeit von der Wahl der Auflésung verlangt ein Extraar-
gument, da wir hier nicht iiber das Konzept von koinduzierten oder induzierten
Objekten verfiigen ( R = ZG ist ein sehr spezieller Ring: némlich eine Ordnung
tiber dem ganz einfachen Ring Z).
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Ubungen zur Vorlesung Zahlentheorie I, SS 2007, gestellt von Dipl.-Math. A. Nickel

( Losungshilfen im Anschluff an Blatt 11)

BrarT 1

1. Sind % und % ganz iiber Z7

2. Sei R ein (kommutativer) Ring. Zeige:
R faktoriell = R ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper

(Zur Erinnerung: Ein Element r € R heifst irreduzibel, falls » ¢ R* und aus r = st mit
s,t € R folgt, dass s € R* oder t € R*. Ein Ring R heift faktoriell oder ZPE-Ring, falls
er nullteilerfrei ist, und jedes Element » € R bis auf Einheiten eindeutig in irreduzible
Elemente faktorisiert werden kann.)

3. (a) Seien R C S Ringe, R noethersch. Zeige: R ist genau dann ganz abgeschlossen in
S, wenn R|z] in S[z]| ganz abgeschlossen ist.
Hinweis: Verwende folgendes Resultat aus der Algebra: Ist R ein noetherscher Ring
und M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist jeder Untermodul von M auch endlich
erzeugt.

(b) Sei R ein noetherscher, nullteilerfreier Ring mit Quotientenkorper K. Zeige:
R ist ganz abgeschlossen in K <= R|x]| ist ganz abgeschlossen in K(x)

BrarT 2

1. Sei d € Z quadratfrei, K = Q(v/d) und ox = Z ® wZ der Ring der ganzen Zahlen in K,
wobei w = Vd bzw. w = 1+T‘/3 fiir d # 1 mod 4 bzw. d = 1 mod 4. Zeige:

(a) Die Teilringe S mit Z C S C ok sind gegeben durch die Ringe Ry := Z + fox mit
f € Np.
(b) Ry ist fur f # 0,1 kein Dedekindring,.
2. Seid = —p;-...-p; quadratfrei mit ¢t > 2 und d # 1 mod 4, K = Q(v/d) und o = ZOwWZ
mit w wie in Aufgabe 1. Sei auferdem b € Z ein Teiler von d und ap := bZ G wZ. Zeige:
(a) ap ist ein Ideal in og.
(b) Fiir 1 < b < d ist ap kein Hauptideal.
(¢) Seien b; und by Teiler von d mit 1 < by,by < d und ggT(b;,b2) = 1. Dann gilt:

Opy Opy = Opybg-
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(d) Die Klassengruppe clx enthilt eine Untergruppe der Ordnung 2!~1 vom Typ Cy x
oo X 02_

3. Sei R ein nullteilerfreier Ring. Ein Element 7 € R heift prim, falls das Hauptideal ()
ein Primideal in R ist. Zeige:
(a) 7 prim = 7 irreduzibel
(b) Ist R ein Hauptidealring, so gilt in (a) auch die Umkehrung.

(¢) Im Allgemeinen ist die Umkehrung in (a) falsch.
(Betrachte etwa Zerlegungen der Zahl 6 in Z[/—5])

(d) Jeder nullteilerfreie Hauptidealring ist faktoriell.

BrarT 3

1. Sei o ein Dedekindring mit Quotientenkorper K. Zeige:

(a) o ist genau dann faktoriell, wenn die Klassenzahl hx =1 ist.

(b) Seim # 0 ein ganzes Ideal von o. Dann liegt in jeder Idealklasse von clx ein ganzes,
zu m teilerfremdes Ideal.

2. Sei K = Q(«) eine endliche Erweiterung von Q vom Grad n mit ganzem « und f(z) =
fa(x) € Z[x] das Minimalpolynom von «.

(a) Sei M = @I'~j o’Z C ox. Dann gilt:

n(n—1)

d(M) =df = (=1)" 2 Ngso(f'(@)).

(Erinnerung: Fiir f(x) = [[(z — wy) ist df = [[;;(wi — wj)?. Benutze die Vander-
mondesche Determinante!)

(b) dxg = d(ok) € Z und dg = 0,1 mod 4 (Stickelbergerscher Diskriminantensatz).
(Hinweis: Die Determinante det(o;(w;)) einer Ganzheitsbasis w; ist eine Summe
von Termen, die mit einem Plus- oder Minuszeichen versehen sind (Laplacescher
Entwicklungssatz). Ist P bzw. N die Summe der Terme mit Plus- bzw. Minuszei-
chen, so gilt dg = (P — N)?> = (P+ N)? —4PN.)

(¢) Fiir f(z) = 2%+ 13z +5und f(z) = 23 + 13z + 4 ist ox = Z D aZ ® o*Z.

3. Sei L das Kompositum zweier reell quadratischer Teilkorper. Man zeige:

(a) L hat iiber Q den Grad 4 und besitzt genau drei reell quadratische Teilkorper.

(b) Die Einheiten von L sind von der Form F =< —1 > x <11 > X <12 > X <73 >
mit Grundeinheiten n;, 1 = 1,2, 3.

(c) Seien €1,€2,e3 > 1 die Grundeinheiten der reell quadratischen Teilkérper von L
und By =< —1 > X < € > X < € > X < €3 >. Dann ist der Regulator des
Systems €1, €2, €3 von Null verschieden, also ¢ := [E : Ey] < oo.

(d) g[8.
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(e) Fiir L = Q(v/2,V/3) ist q # 1.

BrarT 4

1. Sei K/Q eine endliche Kérpererweiterung vom Grad n = r+2s, wobei r bzw. s die Anzahl
der reellen bzw. konjugiert komplexen Einbettungen von K bezeichne. Sei auferdem
0 # a ein ganzes Ideal in ox, dem Ring der ganzen Zahlen von K. Wir definieren die

Minkowski-Schranke /4N
n!
=2 () o

Dann gilt:

(a) Es gibt ein 0 # a € a mit |[Ng/g(a)| < M - N(a).
Hinweis: Die Menge

T S
C = {(wl, ey Ly L1y - - >$r+s) e R" D CS| Z ’.CU1| + 22 |$r+i| < t}
i=1 i=1
hat das Volumen 2"7*L; (ohne Beweis!). Verwende auferdem die Ungleichung zwi-
schen geometrischem und arithmetischem Mittel: + 377" |2;] > (ITi2, |zi[) 1/
(b) Es gibt ein ganzes Ideal a; in der Idealklasse [a] € clx mit N(a;) < M.

2. Bestimme mit Hilfe der Minkowski-Schranke die Klassenzahl von K = Q(v/—15).

3. Sei K/Q eine endliche Erweiterung. Dann enthélt ox unendlich viele Primideale von
Restklassengrad 1.
Hinweis: Betrachte log (x (o) fiir 0 > 1 und verwende die Reihenentwicklung
log(l—x) = =372, % fiir |z| < 1. Trenne die Terme fiir n = 1 und n > 1. Welche
Terme konvergieren schon fiir kleinere o7

BraTT 5

1. Sei f(x) € Z[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad n > 1. Dann ist die Diskriminante
dy # £1.
Hinweis: Verwende die Minkowski-Schranke.

2. Sei K = Q(¢) mit einer primitiven ["-ten Einheitswurzel (, [ eine Primzahl. Sei weiter
A=1—-( € og. Zeige:

(a) Das Hauptideal (\) ist ein Primideal und es gilt lox = (A\)¢ mit e = [K : Q).
Insbesondere ist der Restklassengrad f von () gleich 1.
Hinweis: Betrachte f¢(z) € Z[z], das Minimalpolynom von ¢, an der Stelle z = 1.
(b) d:=d(1,¢,...,¢¢) = £I° mit s =1""1(nl —n —1).
Hinweis: Differenziere die Gleichung (2" — 1) fe(x) = 2" — 1 nach  und setze ¢
ein.
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(c) ok = Z[(].
Hinweis: dog C Z[¢] und ox = Z[C] + (A), warum?

(d) Bestimme die Differente D q.
(e) Sei KT =Q(¢ +¢) und I # 2. Bestimme die Differenten ® g+ und D g+ /q.

BLATT 6

1. Seia =372, a,p” € Qpmit 0 < a, < p eine p-adische Zahl. Zeige:
Es gilt @ € Q genau dann, wenn die Folge der a, periodisch wird.

Hinweis: Fiir die Richtung ,a € Q = (ay),>_ wird periodisch® iiberlege man sich
zunéchst, dass a genau dann periodisch wird, wenn es —a wird. Sei dann > € Q und
ohne Einschrankung (p,n) = 1 und * < 0. Danrll gibt es ganze Zahlen [, j,b, c mit
0<b<pund 0<c<pl, so dass T=b+ clfp]-. Letzteres muss nicht notwendig
bewiesen werden.

2. Zeige: Cp—1 € Zp.
3. Sei Qj, der algebraische Abschluss von Q. Zeige:

(a) Der Betrag | |, auf Q) setzt sich eindeutig auf Q,, fort.

(b) Qj ist nicht komplett.
Hinweis: Man betrachte das Element o = > 0% (,p™, wobei n’ = n fiir p f n und
n’ =1 fiir p | n. Wére nun Qp komplett, so wire a € K fiir ein K von endlichem
Grad iiber Q. Zeige nun mittels Induktion, dass ¢, € K fiir alle p { m. Beachte
dabei, dass zwei verschiedene m-te Einheitswurzeln niemals kongruent sind mod p

wegen [[em_q 21 (1 =) =m.
(c) Sei Cp, die Komplettierung von Qj, beziiglich | |,. Dann ist C, algebraisch abge-
schlossen.

BLATT 7
1. Sei K/Q, endlich, p = (7) das maximale Ideal in o und ¢ = |o/p| = |K|. Dann gilt:
K> ~af x gy x UW,
wobei pg—1 die Gruppe der (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln bezeichne.

2. Sei K/Q, endlich. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
log : K* — K mit logp = 0 und

o0

log(1 = —1V+1£V
og(1+ ) szl( ) »

fir l+2z e U,
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3. Sei K/Q, endlich, p das maximale Ideal in o5 und g = |o/p| = |K]|. Sei auferdem n € N
teilerfremd zu p und L = K ((,). Zeige:
(a) L/K ist eine unverzweigte Erweiterung vom Grade f, wobei f = ord (¢ mod n).
(b) L/K ist galoissch zyklisch mit Gruppe G(L/K) ~ G(L/K), erzeugt von

(¢) or = ok|Cnl.

BrarT 8

1. Sei K endlich iiber Q und L/K eine galoissche Erweiterung mit Gruppe G. Bezeichne
weiter © = Dy bzw. D = Dy i die Differente bzw. die Diskriminante von L/K.
Ein Primideal p < ox heift unverzweigt in L/K, wenn e = 1 in der Primidealzerlegung
por, = [[i—1 B, sonst verzweigt. Zeige:

(a) p ist genau dann in L/K verzweigt, wenn P; | ® fiir ein (und damit fiir alle) .
Insbesondere gibt es nur endlich viele in L/K verzweigte Primideale.

(b) p ist genau dann in L/K verzweigt, wenn p | D.

(¢) Sei G nicht zyklisch. Dann gibt es nur endlich viele unzerlegte Primideale  in L,
i.e. Primideale mit Gy = G.

2. Sei K, = Qp(¢pn). Bestimme die i-ten Verzweigungsgruppen der Erweiterung K, /Q,
fir alle ¢+ > 0.

3. Fiir welche Primzahlen p und welche n € N ist die A,, als Galoisgruppe iiber Q, reali-
sierbar?

BraTrT 9

1. Zeige, dass fiir einen globalen Zahlkorper K gilt: clg ~ Jr/To K*.

2. Sei d € Z quadratfrei, d # 0,1 und K = Q(v/d). Dann ist K/Q galoissch mit Gruppe
<0>mit0:\/ar—>—\/g.

(a) Zeige, dass es fiir eine Primzahl p € Z genau die folgenden Moglichkeiten von
Primidealzerlegungen in o gibt:

i. pog = p ist prim (p heift trage)
ii. pog = p? mit p prim (p heikt verzweigt)
iii. poxg =p-p? mit p # p? prim (p heilst zerlegt)

(b) Bezeichne dg die Diskriminante von K. Stelle einen Zusammenhang zwischen obi-
gen Zerlegungen und der Zahl (d?’() her.

(c) Wann besitzt K ®¢ Q, Nullteiler?
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(d) Fiir p|d bestimme die i-ten Verzweigungsgruppen der Erweiterung K, /Q), fiir ¢ >
—1, wobei p das Primideal iiber p bezeichne.

BrarT 10

1. Sei L/K eine globale Erweiterung von Zahlkérpern und p eine Primstelle von K. Setze
L, = L ®k K, und betrachte fiir o, € L, den K,-Vektorraumhomomorphismus

fa, 1Ly — Ly, v+ ap - 2.
Definiere Ny, /k, (o) = det(fa, ). Zeige:

(a) Die Homomorphismen Ny, /K, + Ly — K, setzen sich zu einer Normabbildung

Npjk I — Ik, (...,ozgp,...)r—>(...,HNLm/Kp(am),...)
PBlp

zusammen.
(b) N,k induziert einen wohldefinierten Homomorphismus Ny, /i : Cp, — Ck.

(¢) Fiir ein Idel x € Jr schreibe (z) fiir das Bild unter der kanonischen Abbildung
Jr — I, entsprechend fiir Idele in K. Dann gilt: Nz x((x)) = (N k(7))

(d) Sei nun z € Jx und bezeichne ir/k die Inklusion Jx — Jp. Dann gilt:
NL/K(iL/K(fU)) = gkl

(e) Betrachte aukerdem die kanonischen Abbildungen Np : Jp — R fiir F = L und
F = K. Dann gilt fiir € Jp: Ng N/ (2) = N (z).

(f) Fir » € Jx gilt: Npip i (x) = Ni (z)F5E],

2. Sei K ein globaler Zahlkorper und p eine Primstelle von K. Fiir p reell setze Up(o) =Ry

und fiir p komplex Up(o) = C*. Fiir ein ganzes Ideal m = [, p"» C K definiere

Je =T[ui™ < Jx
p
und

Cg =JIRK"/K* < Ck,

wobei wir n, = 0 setzen fiir alle unendlichen Primstellen p. C'% heifst die Kongruenzun-
tergruppe mod m. Zeige:

Die abgeschlossenen Untergruppen von endlichem Index in Ci sind genau diejenigen
Untergruppen, die eine Kongruenzuntergruppe C% enthalten.
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BrarT 11

1.

Sei K /k eine galoissche Erweiterung lokaler Korper mit Gruppe G. Zeige: K /k ist genau
dann unverzweigt, wenn H(G,Uk) = 1.

Sei M ein ZG-Modul. Dann existiert fiir jede ganze Zahl m > 0 ein ZG-Modul M,,, mit:
H™(G, My,) ~ H" ™ (G, M) ¥n > 0
und H°(G, M,,,) - H™(G, M).
Sei M ein ZG-Modul und
0—-M-—->Yy—-Y1 —-Y,— ...

eine azyklische Auflésung von M, d.h. die Sequenz ist exakt und H"(G,Y;) = 0 fiir alle
n > 0, ¢ > 0. Betrachte den Komplex
028 y8 L, ye 9 ye %,

Dann gilt: H"(G, M) ~ ker(9y,)/im (Op—1).
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BrarT 1

Losungsvorschliage

1. Sei a = %\/‘/g. Dann ist NQ(\/E)/Q<05) ¢ 7, also a nicht ganz. Das Minimalpolynom von

6=

% ist 22 + Tz + 5 € Z[x], also 3 ganz.

2. Siehe [Eis|, p. 125

3. Siehe [Eis], p. 729, Ex. 4.17 und Ex. 4.18

BrarT 2

1.

(a)

(d)

Man wiahle f als den gréfsten gemeinsamen Teiler aller y € Z mit yw € S. Dann
folgt leicht, dass S = Ry.

Der Quotientenkorper aller Ry mit f # 0 ist K. Wegen Ry # ok ist Ry nicht ganz
abgeschlossen in K, also kein Dedekindring.

Man iiberpriife die Eigenschaften eines Ideals. Wesentlich geht dabei ein, dass w? =

d € ap.

Angenommen a, = () mit einem v = = + yw € ox. Wegen b,w € ap ist dann
N(y) = 22 — dy? ein Teiler von N(b) = b? und von N(w) = —d, also von b. Das
fiihrt zu nicht 16sbaren Gleichungen.

Wegen (b, b2) = 1 existieren ganze Zahlen s und ¢ mit sby + tby = 1. Damit:
ap, ap, = (b1, w) (b2, w) = (b1ba, biw, baw, w?) = (b1ba,w) = ap,p,

Fiir eine Primzahl p|d berechnet man wie oben, dass a2 = (p). Somit erzeugen die
Idealklassen von ay,, ¢ = 1...%t — 1 eine Untergruppe von clg mit der gewiinschten

Eigenschaft.

3. Fiir (b) und (d) siehe [Eis|, p. 14. Zu (a): Ist 7 prim und 7™ = ab, also insbesondere 7|ab,
so teilt 7 auch (etwa) a, also a = 7wz fiir ein x € R. Wegen der Nullteilerfreiheit von R
und 7™ = wxb folgt b =1, also b € R*.

Zu (c): In R = Z[/—5] liisst sich 6 zerlegen in 2 -3 und (1 ++/=5)(1 — v/=5). Mit Hilfe
der Norm zeigt man, dass 2 in R irreduzibel ist, aber kein Teiler von 1 4 /5.

BrarT 3

1.

(a)

Ist die Klassenzahl h = 1, so ist o ein Hauptidealring, also faktoriell. Ist umgekehrt
o faktoriell, withle fiir jedes Primideal p # (0) ein 0 # a € p und schreibe a = [; m;
mit Primelementen ;. Da p ein Primideal ist, liegt eines dieser m; in p, also sogar
p = (m;). Dass auch jedes beliebige Ideal ein Hauptideal ist, folgt nun aus der
eindeutigen Primidealzerlegung in o.
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(b)

BrarT 4

1.

(a)

(b)

Sei [a] € clg. Ohne Einschriankung kénnen wir a als ganz annehmen. Schreibe
m = [[% p;" und a = J[;%; p;"*b mit (b,m) = 1. Der Chinesische Restsatz liefert
nun ein Element & € o, so dass £ 'a teilerfremd zu p; ist. Nochmals mit dem
Chin. Restsatz erhalten wir ein Element g € og, so dass gr~'a ganz und immer
noch teilerfremd zu p; ist. Die Behauptung folgt nun mit Induktion nach m.

Seien o = wy, . .., wy, die Konjugierten von a.. Dann ist nach der Vandermondeschen
Determinante d(M) = det(wé)2 = [Licj(wi — wj)? = dy.

Mit f'(a) = [Tizg(w1 — w;) ldsst sich N o(f'(a)) direkt ausrechnen.

Die Behauptung folgt aus dem Hinweis, wenn wir zeigen, dass P+ N und PN in
Z liegen. Nach Definition der Diskriminante sind sie zumindest ganz.

Ein 0 € I(K/Q) bewirkt auf P + N nur eine Permutation der Summanden, so
dass o(P+ N) =P+ N, also P+ N € Q und damit P + N € Z. Wegen PN =

w € Q liegt auch PN in Z.

Im ersten Fall ist dy = —9463 prim, im zweiten ist df = —4 -5 - 461. Da sich d;
von di um ein Quadrat unterscheidet, kommt fiir dg nur dy oder df/4 in Frage.
Letzteres ist aber kongruent —1 mod 4 im Widerspruch zu (b). Es gilt also in
beiden Féllen dy = di und somit o =Z @ aZ @ a?Z.

Klar, da G(L/@) ~ CQ X CQ.
Folgt aus dem Dirichletschen Finheitensatz, da L total reell ist.

Man rechnet nach, dass Ry (€1, €2, €3) = 4Rk, Rk, Riy # 0, wobei die K; die drei
reell quadratischen Teilkdrper von L seien.

Sei € € E. Es geniigt €2 € Ey zu zeigen. Wihle dazu n minimal mit €* € Ey und
schreibe " = €]€y*e3®. Indem man nun von dieser Gleichung alle Normen Ny, /g,

betrachtet, folgert man n|2.

Die reell quadratischen Zwischenkorper mit den zugehdrigen Grundeinheiten sind
K = Q(v2) mit e; = 1+ /2, K3 = Q(v/3) mit e = 2+ /3 und K3 = Q(+/6) mit
€3 =5+ 21/6. Abere:\/i+\/§€E\E0.

Betrachte das Diagramm

K* — R"xC?
[Nijol | N |
R = R
Fiir a € K* schreibe ®(a) = (z1,...,2Zr+s). Dann folgt mit dem Hinweis:

Nigjo@)] = N(@(a)) < (- D[l +2 3 [rris])" < MN(a)
i=1 j=1

genau dann, wenn > iy |z + 2327 |2r45] < ni{/MN(a) =:t. Da ®(a) ein volles
Z-Gitter in R" x C? ist, folgt die Behauptung aus dem Satz von Minkowski.

Der Beweis geht analog zu dem in [Neu|, Theorem (6.3), p. 38 f.
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2. Die Minkowski-Schranke berechnet sich hier zu M = 2,46... < 3. Die Idealklassengrup-
pe ist demnach von Primidealen p mit N(p) < 2 erzeugt. Dabei kommen nur Primideale

{iber 2 infrage. Ein solches ist p = 274 115 {H’Z und das einzig mégliche weitere deshalb
p?. Wegen p+p? = o ist tatséchlich p # p?. Man zeigt, dass p kein Hauptideal ist, aber
p? schon. Mit (2) = pp° erzeugen also p und p? die gleiche Idealklasse und wir erhalten
hig = 2.

3. Siehe [Lo], p. 125

BrarT 5

1. Nach Aufgabe 2 von Blatt 3 ist die Diskriminante dg ein Teiler von d¢, wobei K = Q(«)
und « eine beliebige Nullstelle von f ist. Zeige also dx # £1. Aus Aufgabe 1(a) von
Blatt 4 fiir a = ox ergibt sich die Abschitzung /|dx| > %(%)”/2 Die rechte Seite ist
minimal bei n = 2 und damit immer noch grofser 1.

2. Fiir (a) und (b) siehe [Neu|, Kapitel I Lemma (10.1), p. 62. Fiir (c) siehe ebenfalls [Neu],
Satz (10.2), p.63.
(d) folgt aus (b) mit Ng/o(Dg/q) = (dr)- Zu (e): o = Z[(] = 0+ [C] = 0+ D og+ - C.
Man bestimmt nun die Dualbasis von 1, geméf Skript, p. 12/3 und erhalt Ok/k+ =

s—1

(A). Aus Dy /g = D g+ D+ /g erhiilt man D+ /g = P2 mit P = (AN NKT.
BLATT 6

1. Wir kénnen o.E. annehmen, dass k£ = 0. Wird die Folge der a, periodisch, so kann man
a schreiben als

l

a—Zal,p +pf Zal,p Zp”—b%—c

Hierbei ist [ hinreichend grofs, j die Periodenlénge und b, c € Z.

Sei nun umgekehrt a = >, a,p” € Q. Dann ist —a =) ,(p —a, — 1)p¥ + 1, so dass a
genau dann periodisch wird, wenn —a periodisch wird. Wir kénnen also a < 0 annehmen.
Schreibe a = ™ mit p { n (wegen k=0). Dann existiert ein j € N mit p/ =1 mod n und
wir kénnen den Bruch erweitern zu 7' = ITI;J' mit m’ > 0. Wihle [ > 0 so grof, dass
m’ < p' und 0 < b < p!, so dass m’ —b(1 —p?) = 0 mod p'. Dann kann man a schreiben
wie oben und die gleiche Rechnung riickwérts lesen.

—ce

2. Das Polynom xP~! — 1 zerfillt iiber Fy[z] und damit nach Hensels Lemma auch {iber
Lp[x].

3. Siehe |[Wa|, Proposition 5.1 und 5.2, p. 48.
BLATT 7

1. Siehe |Neu|, Kapitel II, Satz (5.3), p.142.

2. Siehe [Neu|, Kapitel II, Satz (5.4), p. 142.

3. Siehe [Neu|, Kapitel 11, Satz (7.12), p. 166.
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BrarT 8

1. (a) Die Differente vertrdgt sich mit Lokalisiereung und dort kennen wir das Resultat
(Skript p. 20).
(b) FOlgt aus NL/K<©L/K) = DL/K

(c) Ist Gy nicht zyklisch, hat die Surjektion G - G(L/K) einen nichttrivialen Kern.
Damit sind alle solchen Primideale verzweigt.

2. K,/Q, ist rein verzweigt vom Grad (p — 1)p" ! und o, = Z,[(n] mit maximalem

Ideal p, = (1 — (pn). Die Galoisgruppe G = G(K,,/Qp) ist isomorph zu (Z/p"Z)* und
ein oy € G wirkt auf (pn als oy(Gn) = C]ljn. Es ist also 07 € G; genau dann, wenn
w(g}l)n —(pn) = w(l— Zl)Zl) > i+ 1. Dieser Wert héngt nur von der p-Potenz in [ — 1 ab,
und wir erhalten:

o1 € G; — pwp(l_l) >14+1

Andererseits ist genau dann 0; € G(K,,/K;), wenn p’ | I — 1. Es folgt: G_1 = Gp = G,
Gi=...=Gp1=GK, /K1), Gy = ... = Gy = G(K,/Ks) usw. bis schlieklich
G; =1 fiir i > pn L.

3. Fiirn = 1,2, 3 ist die A,, zyklisch und es existiert z.B. die unverzweigte Erweiterung von

Grad n {iber Q. Fiir n > 4 ist die A, einfach und damit nicht auflssbar. Im Lokalen
existieren aber nur auflésbare Galoisgruppen. Bleibt der Fall n = 4:
Angenommen es gibt eine Erweiterung K/Q, mit Gruppe A4, so ist diese verzweigt,
da die A4 nicht zyklisch ist. Die Verzweigungsgruppe Gp ist also ungleich 1 und ein
Normalteiler der Ay, also entweder die A4 selbst oder die Kleinsche Vierergruppe Vy ~
Cy x Cy. G ist eine p-Gruppe und normal in der A4. Wire G1 = 1, dann kénnten wir
Go in UO /UM ~ (K)* einbetten. Dann ist Gy aber zyklisch, Widerspruch. Es muss
also G1 = V4 und damit p = 2 sein. Da alle G; normal in der A4 sind, muss es ein
io > 1 geben mit G;, = V4 und G;,+1 = 1. Dann lisst sich aber die Vj einbetten in
Utio) juyiotl) ~ K. Damit folgt 2 | f = [K : Fo, also 8 | f - |Go| = [K : Q) = 12,
Widerspruch.

BrarT 9

1. Aus dem Diagramm
Ew — K* - Pg
[ [ [
Jo — Ik — Ik
4 4 4

folgt clg ~ Cx /(Tso/Foso) = T /| K* Too.

2. (a) Folgt aus der Formel 2 =[K : Q] = Y, ¢, fi.
(b) Wir wissen schon, dass p genau dann verzweigt ist, wenn p | dx, also genau dann,
wenn (‘%K) = 0. Sei nun p unverzweigt. p ist zerlegt <= G, =1 <= K, =

Qp = Vid e Q, < 22 —d zerfillt iiber Q,[z]. Fiir p # 2 ist das nach Hensels
Lemma genau dann der Fall, wenn x2 — d iiber Fy[z] zerfillt, also wenn (dTK) =1
Der Fall p = 2 kann nur fiir d = 1 mod 4 auftreten. In diesem Fall ist immer

(dTK) =1 und (2, 1+2\/&) ist ein Primideal in ox von Grad 1, also 2 zerlegt.
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(c) Wegen K ®q Q, = Q,[z]/2? — d treten genau dann Nullteiler auf, wenn 2? — d
reduzibel ist, also wenn (dTK) =1.

(d) Fir p | d ist p verzweigt, also K,/Q, eine Erweiterung von Grad 2 mit Gruppe
G. Es folgt G_1 = Gg = G. G ist die p-Sylowgruppe von Gy, also G; = 1 fiir
p # 2 (und damit auch alle G; = 1 fiir i > 1) und G1 = G fir p = 2. Sei also nun
p = 2. Da wir die (globale) Diskriminante kennen, kénnen wir die lokale Differente
berechnen: D, /g, = p°. Aus der Gleichung 3 = > ,5(|Gi| — 1) schliefen wir
Go =G und G; =1 fiir ¢ > 3.

BrarT 10

1. (a), (b) und (d) finden sich bei [Neu| Kapitel VI § 2, p. 387ff. (c) und (e) lassen sich
direkt nachrechnen, wobei man etwa bei (e) benutzt, dass |[Np,, /x, (gl = [logp|yp
fiir cup € L. (f) ist eine Folgerung aus (d) und (e).

2. Siehe [Neu|, Kapitel VI, Satz (1.8), p. 380.

BrarT 11

1. Wendet man den Funktor ()& auf die exakte Sequenz Ug — K* % Z an, erhilt man
wegen H!(G, K*) = 0 eine exakte Sequenz

Up — k* 25 7 - HY(G, Ug).

Das Bild von vk in Z wird erzeugt von vk (m) = e, wobei 7 ein Primelement in & ist
und e der Verzweigungsindex. H'(G, Uy ) verschwindet also genau dann, wenn e = 1.

2. Siehe [NSW], Ch. I Proposition (1.3.8), p. 32

3. Siehe [NSW], Ch. I Proposition (1.3.9), p. 33
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