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Skript zur Vorlesung Algebra 2, Sommersemester 2007

Kapitel 1. Ringe und Moduln

Es wird zuerst an die Begriffe Ring R, Ideal a und Restklassenring R/a erinnert: vergleiche dazu
das Skript zur Vorlesung Algebra 1 im WS 2006/2007 .

Unsere Ringe in diesem Kapitel sind stets kommutativ (bez. -); sie miissen nicht unbedingt eine
1 enthalten. Falls stets [ab = 0 = a = 0 oder b = 0] fiir Elemente a,b € R gilt, heiit R
nullteilerfrei oder auch Integrititsbereich.

Durchschnitt anb={re R:r €a,r € b}
Idealoperationen sind: Summe a+b={a+b:acabecb}

Produkt ab={>""" yab :n€N,q; €a,b; €b}

Dies sind wieder Ideale und es gilt ab CaNb, a,b C a+ b; die Vereinigung a U b der Ideale a und
b von R ist allerdings i.A. kein Ideal.

Hauptideale a sind von der Form a = Ra = (a) = {ra : r € R} fiir Elemente a € R. Ein Ideal
a heifit endlich erzeugt, falls @ Summe von endlich vielen Hauptidealen a; = Ra;, 1 < ¢ < n, ist;

Notation: a = (ay,- - ,an); die a; heien Erzeugende von a.

Ringe R, in denen jedes Ideal endlich erzeugt ist, heilen noethersch. Beispiel: Hauptidealringe
(das sind nullteilerfreie Ringe mit 1, in denen jedes Ideal Hauptideal ist); Gegenbeispiel: der
Polynomring R = Q[z1, 2, --] in unendlich (abz#éhlbar) vielen Unbestimmten iiber Q. Ist R

noethersch und f: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist auch f(R) noethersch.
LEMMA. R ist genau dann noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von Idealen
ap Capg Caz C:---
nach endlich vielen Schritten stationdr wird, d.h. AN : 1 > N = a; = ap.
SAtz. [Hilbert] R noethersch = R|[x] noethersch.

Hier bezeichnet, wie iiblich, R[z] den Polynomring in einer Unbestimmten tiber R.

Zwei Ideale a,b heiflen coprim, wenn a + b = R gilt. Diese Redeweise hat ihren Ursprung in der
Definition [alb <= b C a], was zu ggT(a,b) df o £ b fithrt und jedenfalls in Hauptidealringen
gerechtfertigt ist.



CHINESISCHER RESTSATZ.

1. Gegeben seien x,y € R und Ideale a,b. Dann gilt:

r=y moda+b = dreR:r=2 moda,r=y modb.
2. Gegeben seien x1,--- ,xn € R und Ideale ai,--- ,a,. Fs gilt, falls 1 € R:
a;+a,=RVi#j) = IreR:r=2; moda;.

3. a;+a;=R (Vi#j) = R/aiN---Nap,~R/a1®---®R/a, (kanonisch)

Lokalisierungen :

R sei ein Ring mit 1 und M > 1 eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R. Dann wird

Ry ={[a,m]:a € R,m € M; [a1,m1] = [ag, m2] <= Im € M : m(aymz — azgmy) = 0}

uber
la1, m1] + [az, ma] = [a1ma + agmy, mimo]
[a1,m1] : [(IQ,mQ} = [a1a27m1m2]

ein Ring.

Beobachtungen :

1.0e M = RM:{O}
2. Statt [a,m] schreibt man suggestiver -*.
3. R— Ry, a— 7 ist ein Homomorphismus von Ringen.

4. Falls M keinen Nullteiler von R (also kein a € R mit a|0) enthalt, gilt

al as
— = — < a1Mg = asmq
m1 ma

und R — Ry ist injektiv.
Sonderfille :

1. p sei ein Primideal in R (m.a.W.: p ist ein Ideal mit nullteilerfreiem Restklassenring R/p);
MYR \ p. Wir schreiben dann R, statt Ry ! Ist a ein Ideal in R, so ist a, = {5 :
a € a,m & p} ein Ideal in R,; umgekehrt, ist A ein Ideal in R,, so ist dessen Ziahlermenge
a={a€ R:3dm & p mit > € A} ein Ideal in R und a, = 2A. Insbesondere ist R, mit R

noethersch. Die Abbildung R — R, induziert eine Inklusion R/p — R, /p,.

2. Ist R nullteilerfrei, so ist M = R\ {0} zuléssig. Dann ist Ry, ein Koérper und liegt in jedem
R enthaltenden Korper. Wir nennen Rj; = Quot(R) den Quotientenkorper von R. Beispiel:

R =17, Quot(Z) = Q.



Ein Ring R heifit lokal, falls alle Nichteinheiten ein Ideal p bilden. (Erinnerung: u € R heifit
FEinheit, falls ua = 1 fiir ein a € R gilt; die Gruppe der Einheiten in R wird mit R* bezeichnet.)
Dieses Ideal p ist dann maximal, i.e. R/p ein Korper. Beispiel eines lokalen Ringes ist R, mit
einem beliebigen Ring R mit 1 und einem Primideal p. Ein Ring R heifit semilokal, falls er nur

endlich viele maximale Ideale enthélt. Beispiel: Z/n mit n # 0. Lokale Ringe sind semilokal :
LEMMA. FEin Ring ist genau dann lokal, wenn er nur ein einziges mazximales Ideal enthdlt.
Dazu eine Bemerkung: Zufolge des Zornschen Lemmas enthalten Ringe mit 1 stets maximale

Ideale.

NAKAYAMAS LEMMA. R sei lokal mit mazximalem Ideal p. Ist a ein endlich erzeugtes Ideal in R

mit pa = a, so ist a = 0.
ZPE- und Fuklidische Ringe R :
Dies sind beides Integritétsbereiche (mit 1). Fiir ZPE-Ringe wird des weiteren gefordert

Jedes Ringelement # 0 ist bis auf Einheitsfaktoren e € R eindeutig als (endliches)
Produkt von Primelementen schreibbar 1. Dabei heifst ein Element p € R prim, falls
das von ihm erzeugte Hauptideal ein Primideal ist (i.e., plab = pla oder p|b).

Fiir euklidische Ringe R wird gefordert
3N : R\ {0} — Z>o mit N(ab) > max(N(a), N (b)) und

[VO#a,be R3v,re R:b=wva+r & r=0 oder N(r) < N(a)].

SATZ. R Euklidisch —> R Hauptidealring —> R ZPE

Moduln diber Ringen :

R sei ein Ring mit 1 und M eine abelsche Gruppe. M heifit R-Modul, falls es eine Operation von
R auf M gibt [i.e. eine Funktion R x M — M, (r,m) — rm], so daf

Im =m, (1 + ro)m = rim + rem, (rira)m = ri(rom), r(mi + ma) = rmq + rmy

fir alle m,m1,mg € M und alle r,r1,75 € R gilt. Der Modulbegriff verallgemeinert also den des
Vektorraums. Beachte, dal rm = 0 fiir ein r # 0 und ein m # 0 moglich ist. Erstes Beispiel
eines Moduls ist jede abelsche Gruppe A, die ndmlich auf natiirliche Weise als Z-Modul betrachtet
werden kann (also R = Z). Ein weiteres direktes Beispiel ist M = R; diesen Modul nennen wir

auch den reguldren Modul.

Eine Untergruppe N von M heifit R-Untermodul von M, falls rn € N fiir aller € Rund n € N
gilt.

Inatiirlich wird die Reihenfolge der Faktoren nicht betrachtet



Durchschnitt Ny N Ny={m e M :m € Ny,m € My}
Untermoduloperationen sind: Summe Ni+ No={ni +mng:n1 € Ni,ny € Na}
Idealprodukt alN = {Z?ZO a;ni: k € Nya; € a,n; € N}

Im letzten Fall ist a ein Ideal in R. Alle drei Mengen, N1 N No, N1 + Ns,alN, sind tatséchlich
R-Untermoduln von M.

Der Untermodul N von M heifit zyklisch, falls N = Rm = (m) = {rm : r € R} fiir ein m € M gilt.
N heilt endlich erzeugt, falls N Summe endlich vieler zyklischer Untermoduln Rm; (1 < i < k)

ist; Notation: N = (myq,--- ,my); die m; heilen Erzeugende von N.

Der R-Modul M heifit noethersch, falls alle seine Untermoduln endlich erzeugt sind.

LEMMA. 1. M noethersch, N Untermodul =—> N noethersch

2. M noethersch <= jede aufsteigende Kette von Untermoduln von M wird nach endlich
vielen Schritten stationdr <= jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt

ein im Sinne von ~C" maximales Element

3. N sei ein Untermodul von M. Sind N und M /N noethersch, so auch M selbst.

4. f: My — My sei ein Modulhomorphismus, also ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen mit f(rmyi) = rf(m1) (Vr € R,Ymy € M;). Ist My noethersch, so auch
f(My).

5. Ist M endlich erzeugt und R noethersch, so auch M.

6. Ist R lokal mit maximalem Ideal p und ist M endlich erzeugt, so gilt pM = M nur fir
M = {0}.

Bemerkung: Wie bei Gruppen und Ringen gilt auch fiir Moduln

1. Ist f : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so ist f(M) ein Untermodul von N und
ker(f) = {m € M : f(m) = 0} ein Untermodul von M.

2. M/ker(f) ~im (f) = f(M)

3. Die Untermoduln von f(M) entsprechen eineindeutig und inklusionstreu denjenigen von M,
die ker(f) enthalten.

DEFINITION. 1. Fin endlich erzeugter R-Modul F heif$t frei, wenn F ~ R" e p G---®R;n
—_—

n—mal

heifst der Rang von F'.

2. Ein endlich erzeugter R-Modul P heifit projektiv, wenn P direkter Summand eines
freien Moduls F' ist.

Beobachtungen :

1. Ist F frei, so ist der Rang von F wohlbestimmt. Ist ndmlich p ein maximales Ideal von R,
so folgt aus F' =~ R", dal M/pM =~ (R/p)", also daB n = dimp,, M/pM ist.



2. Jeder endlich erzeugte Modul M ist homomorphes Bild eines freien Moduls F'.

3. P ist projektiv genau dann, wenn es in jeder Situation

P
gl
m L N,

mit R-Moduln M, N, einem Epimorphismus f und einem Homomorphismus g, einen Homo-

morphismus h : P — M mit fh = g gibt:

P

h
A
M LN

DEFINITION. M sei ein R-Modul mit R torsionsirei. Der Untermodul
tor(M) ={m e M : 3r # 0 mit rm = 0}

heif$t der Torsionsuntermodul von M. Im Falle M = tor(M) heifit M ein Torsionsmodul;
im Falle tor(M) = 0 heif$t M torsionsfrei.

Beobachtungen :
1. Untermoduln von torsionsfreien Moduln sind torsionsfrei.
2. Freie Moduln (iiber Integritétsbereichen) sind torsionsfrei.

3. M /tor(M) ist torsionsfrei.

Nun sei R ein Ring, p ein Primideal und M ein R-Modul. Wir lokalisieren :

M,={2:meM,sc R\p; 2 =22 <= Jtc R\p:t(sams — symg) = 0}

S1 52

=7 (ER\p).

mi s2my+simo

mi m2
s1 + S2 $182 ?

m2 _ rm
st

M, ist damit ein R,-Modul. Ist M endlich erzeugt (iiber R), so auch M, (iiber R, ). Die natiirliche
Abbildung M — M, , m + 75 ist injektiv, falls [s € R\p,0#m € M = sm = 0] gilt; sie
induziert M /pM — M, /pM, .

Moduln iiber Hauptidealringen :

Vektorrdume sind, sofern endlich dimensional, durch ihre Dimension schon vollsténdig bestimmt.
Eine Klassifikation aller endlich erzeugten Moduln iiber einem gegebenen Ring R ist im allgemei-

nen nicht zu erreichen, wohl aber iiber Hauptringen. Im folgenden ist R ein Hauptidealring.

M sei ein endlich erzeugter R-Modul. Da R noethersch ist, ist deshalb auch M noethersch, also

jeder Untermodul endlich erzeugt.



LEMMA 1. Falls M Untermodul eines freien Moduls vom Rang n ist, ist M frei vom Rang < n.

Das Lemma beweist man durch Induktion nach n; der Fall n = 1 zeigt im wesentlichen schon

alless F=Rm DM = M = (am) fiir ein a € R.

LEMMA 2. Fualls M torsionsfrei ist, so schon frei.

Dies erkennt man durch Einbettung von M in einen freien Modul.

LEMMA 3. M ~F&T mit F frei und T = tor(M).

Denn M/T ist frei, also projektiv.

DEFINITION. M =T sei ein Torsionsmodul. Ist m € M, so heif§t jedes Erzeugende vom Haupt-

ideal {r € R : rm = 0} Ordnung von m (diese ist also nur bis auf Einheiten in R bestimmt).

SATz. Ist M = T ein Torsionsmodul, so ist M eine direkte Summe von zyklischen Moduln
Rm; (1 < i < k) mit ord (m;)|ord (mjt1). Diese Ordnungen und die Anzahl k der Sum-

manden sind durch M eindeutig bestimmit.

Den Satz beweist man genauso wie den Hauptsatz tiber endlich abelsche Gruppen. Die Ordnungen

ord (m;) heilen iibrigens die Elementarteiler von M.

FOLGERUNG. 1. Jede Matriz mit Eintrigen aus dem Hauptidealring R kann durch die ibli-

chen Zeilen- und Spaltenoperationen sowie durch Rechts- und Linksmultiplikationen mit

1
1

. . a b 9

(quadratischen) Matrizen der Form J , ad —bc=1
c
1
1
auf die Form
ai
ag
0
0

mit a; # 0 und ai|az|---|ax gebracht werden; k und, bis auf Einheiten, die a; sind

eindeutiq.

falls R euklidisch ist, braucht man diese Matrizen nicht



2. Gilt N C M mit endlich erzeugtem torsionsfreiem R-Modul M, so existieren Basen
my, -+ ,mg von M und aymy,--- ,agmyg von N mit a;laiv1 (1 < i < k—1); wieder

sind k und, bis auf Finheiten, die a; eindeutig.

Kapitel 2. Berechnung von Galoisgruppen G (iiber Q)

Sei f(x) € Q[x] ein normiertes Polynom vom Grad n, etwa

b;
f([[‘):xﬂ_i_an_lm,n*l_i_..._'_aO? alzﬁ7blahez

Multiplikation mit A™ fithrt f iiber in

g(hz) € hrf(z) = (ha)™ + hby_1(ha)™™ + - + A" by € Z[a],

also in ein normiertes ganzzahliges Polynom g, das offensichtlich denselben Zerfillungskoérper L
wie f hat. Wir nehmen deshalb von jetzt an f(z) € Z[z], also h = 1, an.

Wi, ,wy seien die Wurzeln von f in L und /ds = HK]-(wi — wj) die Diskriminante. Uns

interessieren nur irreduzible f, so daf insbesondere f separabel und dy # 0 ist.
Es gilt: dy € Z.

Um das einzusehen, und auch wegen unserer gewiinschten Berechnung von Gy = Gy, miissen

wir uns zuerst mit einem neuen Ganzheitsbegriff beschéftigen.

DEFINITION. K/Q sei eine endliche Korpererweiterung. Ein Element o € K heiffe ganz (iber 7Z
oder iber Q), wenn das irreduzible Polynom f, von « dber Q schon ganzrationale Koeffizi-
enten hat: fo(z) € Z[x] .

Zufolge des GauBschen Lemmas ist offenbar dazu gleichwertig: 3 h(x) € Z[x] normiert mit h(«a) =
0.

SATz 10. o, 8 € K seien ganz.

. €EQ = « €Z; des weiteren: alle z € Z sind ganz
. ax [ und af sind ganz; die ganzen Elemente von K bilden also einen Ring o = o
.VyeK3daco,0#n€eZ  :y= 2%

n

1
2
3
4. o ist ein freier Z-Modul vom Rang [K : Q]
5. ist K/Q galoissch mit Gruppe G, so gilt o(o) = o fiir alle 0 € G
3}

. st p eine ganzrationale Primzahl, so existieren maximale Ideale p C o mit p N7Z = pZ;

o/p ist endlich; im galoisschen Fall gilt fir zwei solche maximale Ideale py,p2

Jo € Ggyg 1 0o(p1) =p2.



Hauptargument des Beweises von 2. ist :
a € K ganz <= o - M C M fiir einen endlich erzeugten Z—Modul M C K ,

und das wiederum folgt durch Einbringung eines geeigneten charakteristischen Polynoms in die

Diskussion. Und 6. ist eine Konsequenz des chinesischen Restsatzes und der Norm.

Zuriick zur Diskriminante. Weil alle w; ganz (iiber Z) sind und dy € Q, ist also tatséchlich dy € Z.
Wir reduzieren nun die Situation modulo einer Primzahl p mit p t dy. Aus f(x) € Z[z] wird
f(x) € Fpla]: f(z) = 2" + @ 12" ' +--- + 0.

Wihle jetzt ein maximales Ideal p von oy, das p enthilt (jedes andere ist dann also = o(p) mit
o € Gy). Bezeichnet @; = w; mod p, so folgt

n

F@) = [[(@ ) € or/plal

i=1
und also Ef = d?. Daher erzwingt p { dy, dafl f separabel ist.

Sei L der Zerfillungskorper von f; insbesondere L C oy, /p.
Sarz 11. L = or/p & Gf/Fp <Gy

Aus f konnen wir L berechnen: hat f(z) die irreduzible Zerlegung f(x) = [[i_; gi(x) € Fp[z] und
ist n; der Grad von g;, so ist L der Koérper mit p*» Elementen fiir k, = kgV(n;). Die Galoisgruppe
Gt /5, ist deshalb zyklisch von der Ordnung k, (mit dem Frobeniusautomorphismus ¢y /7, als
Erzeugendem). Obiger Satz garantiert damit die Existenz von Elementen der Ordnung k, in G

fir Primzahlen p t dy.

Bemerkungen zum Beweis des Satzes :

Definiere G, = {0 € Gy : o(p) = p}. Dies ist eine Untergruppe (die Standuntergruppe von p) in
Gy; sie heifit die Zerlegungsuntergruppe von p iiber Q. Jedes o € G, induziert einen Automor-
phismus auf o7, /p und daraus gewinnen wir den Gruppenhomomorphismus G, — G mit G als der
Galoisgruppe von oy, /p iiber F,. Man zeigt, dal der (unter der genannten Voraussetzung p { dy)

ein Isomorphismus ist :

Dazu kann man Q durch den Fixkérper L, von G, in L ersetzen. Es gilt namlich: Ist p das

unterhalb p gelegene maximale Ideal von or,_, so folgt

iiber p liegen genau [L, : Q] viele Primideale von oy, ndmlich die 7(p) fiir 7 aus einem

Vertretersystem von Gy in Gy
iiber p liegt in o7, nur p
oL, / o= Fp .
Letzteres ist einmal mehr eine Konsequenz aus dem Chinesischen Restsatz:

VBe€or, 3y€or, :7v=0 modp,y=1 mod 7(p) Nor, (7 ¢&G,);



verifiziere nun Ny, /() € ZNp.

Wir haben damit diese Situation erreicht: G, = Gz, und or, /p Dor,/p = Fp. Letzters ist eine
Erweiterung endlicher Kérper, also galoissch zyklisch mit Gruppe H. Wir zeigen G, ~ H iiber

o—o, o@=cla (NMacor).

Dabei ist a — @ die natiirliche Abbildung o7, — o1 /p. Weil o durch seine Wirkung auf den w;

bestimmt ist und die @w; alle verschieden sind, ist das tatséichlich ein Isomorphismus und auflerdem
L= or, / p.

Die Surjektivitét und Injektivitdt von G, — H, und ebenfalls L = oy /p, beruhen nun auf Be-
obachtungen allgemeiner Art, die wir schon frither im Zusammenhang mit der Entwicklung der

Galoistheorie gemacht haben, namlich :

Es sei L/K galoissch und f(z) € K[z] ein separables irreduzibles Polynom.

1. Hat f eine Nullstelle in L, so zerfillt f schon iiber L, i.e alle Wurzeln von f liegen in L.
( Wende auf fo(x) € Z[z] mit o/p =Fp(@), a €0, an.)

2. Sind wi 2 zwei Wurzeln von f in L, so existiert ein o € G,k mit o(w1) = w2.

Beispiel: f(z) = 2° — x + 1. Wir ersparen uns Arbeit, indem wir dy erst gar nicht ausrechnen,

sondern einfach am Ergebnis iiberpriifen, ob f(z) = f(z) mod p separabel ist.

p=>5: f(x) ist eine Artin-Schreier-Gleichung in Charakteristik 5, und zwar ohne Nullstelle
in F5 (a® = a (Va € Fs)), also irreduzibel, also separabel. Das zugehérige L liefert die
zyklische Gruppe der Ordnung 5, damit ein Element der Ordnung 5 in GYy.

p=2: f(x) =25 +x+1= (22 +2+1)(a®+ 2%+ 1) ist die irreduzible Zerlegung von f(x)
mod 2. Insbesondere ist f(z) wieder separabel. Das zugehorige L ist das Kompositum
von F4 und Fg, also = Fgq, und liefert die zyklische Gruppe der Ordnung 6, somit ein
Element der Ordnung 6 in Gy. In S5 gelesen, ist dies das Produkt eines 2- und eines

3-Zykels, seine 3. Potenz also eine Transposition.
Damit Gy = S5 aufgrund von

Istp prim und U < S, so, dafip | |U| und U eine Transposition enthdlt, so gilt U = S,.

Eine iiberraschende Folgerung aus unserer Galoisgruppenberechnung ist die:

Das Gaufische Lemma impliziert ist f(x) € Z[z] ein normiertes Polynom, das irreduzibel modulo
einer Primzahl p ist, so ist f(x) irreduzibel in Q[x]. Man beachte, dafl das Eisenstein-Kriterium
zur Primzahl p sozusagen kontrir dazu ist; dort wird ndmlich f(z) = @,z" mod p. Es stellt
sich die Frage, ob es, gewissermaflen umgekehrt zu obiger Aussage, denn irreduzible Polynome
f(z) € Z[zx] gibt, die modulo jeder Primzahl gelesen reduzibel werden? Das ist tatséchlich der Fall.
Nimm etwa das irreduzible Polynom f(z) € Z[z] von v/2 + /3 iiber Q. Dieses hat Grad 4 und die
Gruppe Gy ~ Z/2 x Z/2, da Q(v/2 + v/3) = Q(v/2,V/3) . Uber endlichen Kérpern kommen aber



nun nur zyklische Galoisgruppen vor und ein irreduzibles f mod p wiirde folglich ein Element der

Ordnung 4 in G liefern.

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Es wurde von Gaufl aufgestellt und gibt eine vollsténdige Antwort auf die Frage
Gegeben sei z € Z. Fir welche Primzahlen p ist z mod p ein Quadrat in F),?

Fiir ungerades p definiere

B 0, pl=z
(5) = 1, 2z mod pist Quadrat in F,
—1, z mod p ist kein Quadrat in F, .

Damit gilt

1. (2) = (%) wenn z = 29 mod p

5. 241G
Dabei ist 1. klar nach Definition und 4. eine sofortige Konsequenz aus 3. Die Punkte 2., 3. und
5. resultieren aus der Existenz einer Primitivwurzel w mod p, also aus

F, = {0,1,@, @, --- , W’ ?}.

Denn fiir p t z folgt z = w’ mod p, und z mod p ist Quadrat in F), genau wenn 2 | j.

Es bleibt, (%) fiir ungerade Primzahlen p # ¢ und (%) zu bestimmen. Fiir ersteres bilde die
Gaufische Summe 7 = Zf;ll ( %)CI"; € Z|(p). Weil sowohl (%) als auch ¢} nur von der Restklasse i
mod p abhéngen, erhalten wir

= (Zz(%)CIZJ) Z](%)CIJJ

Dabei liegt der Gleichheit = die Substitution j — ij, der Gleichheit = die Relation 1 + ¢, + Cg =+
coe Cg_l = 0 und der letzten 5. zugrunde.
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Als néchstes beobachten wir

™= ()6 =06
S(E)E)G = (B)r mod gZ(Gy] |
D=7 197 =725 =7 -1 (1751:7'7—1 (2 mo
(p) = ()= = ((p)p) = (p) (q) d qZ[G)

(wegen 3.) folgern, also 7((1) — (_71)%1(5)) € qZ[(p). Der rechte Faktor ist = 0, £2; somit bleibt

nur = 0 {ibrig, da ¢ # 2. Deshalb

6. ( ):(g),wennpoderqzl mod 4,

q
p

7. (%) = —(g) , wenn p = ¢ = 3 mod 4 ist.

Genauso behandelt man (%); man ersetzt nur ¢, durch ¢4 = ¢ und erhélt

p2-1

8 (2)=(-1)"

4., 6., 7., 8. sind zusammen das quadratische Reziprozitéitsgesetz.

Beispiel : Hat 322 4+ y? = 2001 eine ganzzahlige Losung z,y? Dann wire 322 = —y? mod 23 mit
23 1 z losbar, also (5—5’) = 1. Aber (g—g’) = (5—;)(2%) = (23—3) = (%1) =—1.

Eine Anwendung: Welche ganze Zahlen z sind Summe zweier Quadrate? Natiirlich hochstens
positive; sicher Quadrate und sicher z = 2. Die Gleichung z = 2% +y? 1i8t sich in dem Euklidischen
Ring Z[i] in z = (z +iy)(z — iy) = Ng()/o(z + iy) iiberfithren. Die Einheiten des Ringes Z[i] sind
genau die Losungen der Normgleichung N(z + iy) = 1, also {£1,+i}. Des weiteren zeigt die
Norm, daf§ ab Summe von Quadraten ist, falls a und b dies sind. Also fragen wir nur noch, welche

ungeraden Primzahlen p Summen von Quadraten sind :

p=22+1y> = 2°=—-9>#0 modp — (%):1 =— p=1 mod4

p = (x +1y)(x —iy) = p nicht prim in Z[i]

p nicht prim in Z[i] = p= (v +iy)a, a € Z[i] = N(z +iy) =p= 2>+ 12

p=1 mod4d = FJweZ:w?>=-1 modp = p| (w+i)(w—1i)in Z[i], aber % ¢ 7.
Ist nun z Summe von zwei Quadraten und hat z einen Primteiler p =3 mod 4, so folgt p|N(a) =

z = 2% + y?, also p|x, ply und p?|z. Damit kommt p mit gerader Vielfachheit in z vor.

Kapitel 3. Ein wenig zu allgemeinen Korpererweiterungen
L/K sei eine Erweiterung von Koérpern.

DEFINITION. Die n verschiedenen Elemente B1,...,08, € L heiffen algebraisch unabhingig tiber
K, falls

f(ﬂlaaﬂn)zo — f:O

fir f(z1,...,2n) € K[z1,...,2,] (der Polynomring in n unabhdngigen Variablen x1, ..., xy
tiber K ) gilt.
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Z.B. sind e, 7 € R algebraisch unabhéngig iiber Q.

DEFINITION. Eine Transzendenzbasis von L/K ist eine Teilmenge B C L mit
1. B ist transzendent tber K, d.h. je endlich viele Elemente in B sind algebraisch un-
abhdingig tiber K
2. L/K(B) ist algebraisch.

Hier bezeichnet (wie iiblich) K (B) den kleinsten Teilkorper von L, der K und B enthélt.

Mit Zorns Lemma folgt ohne weiteres 1. des nachstehenden Satzes.

SATz 12. 1. Ist T C L eine nichtleere iber K transzendente Menge, so existiert eine Transzen-
denzbasis B von L/K mit BDO T .

2. Ist L/K endlich erzeugt, i.e.
L= K('yl, ... ,’)/T) = Quot({ Z ail_”ir"}/il Lt ")/jf 11, € ZZO’ Qiy.. 5, € K})
endlich

fir~y; € L (1 <i<r), so haben alle Transzendenzbasen von L/K gleichviele Elemente
tryr s 0<tp/x <oo; tr i heifit der Transzendenzgrad von L/K.

3. Fir K CLCUF gilt tL/K+tF/L:tF/K-

Endlich erzeugte Erweiterungen L/K mit ¢,k = 1 heiflen Funktionenkorper einer Variablen {iber
K. Der einfachste solche ist L = K () mit einer Transzendenten z, also der Korper der rationalen

Funktionen in einer Variablen (x némlich) iiber K,

K(z) ={f(z)/9(x) : f(x),0 # g(x) € K[z]} .
Der Satz von Liiroth gibt explizit alle Zwischenkérper in L/K an:

Satz 13. 1) Jeder Zwischenkorper # K in K(x)/K ist ein rationaler Funktionenkérper K (o)
iiber K. Gilt o = f(x)/g(x) mit teilerfremden Polynomen f(x),g(x) € Klz|, so ist (bis
auf Normierung)

f(X) —ag(X) € K(a)[X]

das irreduzible Polynom fiir x iber K(«), also [K(z) : K(«a)] = max(grad(f), grad(g)) .
ii) Jeder Korperautomorphismus von K(x)/K ist von der Form

axr

b mit a,b,¢c,d € K und ad — bc # 0 .
cr +
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Kapitel 4. Gruppenalgebren, halbeinfache Algebren, die Brauergruppe

DEFINITION. R sei ein kommutativer Ring mit 1 und G eine endliche Gruppe.Der Gruppenring
der Gruppe G tber R ist die Menge

RG ={3_,cqrg9:71g € R} mit

2G99 =D gecTed > 19 =74 (Vg €G)
deG r9g + deG S99 = deG(Tg + Sg)9
(dea ng)(zgec 8¢9) = ZgEG( > ThSp-1g)g -

heG

Die Elemente von RG kann man sich auch als Funktionen von G nach R vorstellen: > .~ 749 ord-

geqG
net dann einem g € G den Wert r, € R zu. Addiert wird so wie im Bildbereich; die Multiplikation

ist eine Faltung.

RG ist ein Ring; R C RG iiber r +— 11 + Zl#geGOg; G C RG iiber g — Zh¢90h+ 1g.

Die Bildung von RG entspringt dem Wunsch, einen R-Modul, auf dem eine Gruppe G R-linear
operiert, zu einem Modul iiber einem Ring zu machen, der aus R und G zusammengesetzt ist.

Die Strukturtheorie dieser Gruppenringe (-algebren, wenn R ein Korper ist) ist i.A. schwer; der
einfachste Fall ist R = C, komplizierter werden R = R oder gar R = Q; die Theorie fiir Kérper R,
deren Charakteristik |G| teilt, ist noch nicht ganz verstanden (modulare Darstellungstheorie); fiir

R = Z (ganzzahlige Darstellungstheorie) wird sie besonders kompliziert (und interessant).
Beispiele :

1. G = die zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann ist RG = R[z]/z™ — 1. Man bemerke, dafl
™ — 1 inseparabel iiber R ist, falls n = 0 in R gilt.

2. G sei abelsch und R = C. Jeder Charakter x von G, also x € G* = Hom(G,C*), lie-
fert einen Homomorphismus hy : CG — C, > 799 = Y eqToX(9). Aus [G] = |G7|
erhalten wir CG — C @ --- @ C (|G| Summanden). Das h, ist im Grunde dasselbe wie

Y gec 99 — (Xyeqreg)ex € Ceyx = C, wenn ey = ﬁ zgeGX(g_l)g ist. Es gilt namlich
exg = Xx(9)ey ei =ey, erG*ex =1.Esfolgt: CG~C®---pC.

Wir werden in diesem Kapitel beweisen, daf fiir einen Korper der Charakteritik 0
i

gilt, wobei die D; (endlich viele) den Korper K enthaltende Schiefkérper von endlicher Dimension
iiber K sind. Die Anzahl der Summanden ¢ soll (zumindest in Spezialfillen) angegeben werden,
so auch die Matrixgrade n;. Wir wollen schliellich ein Ma8 fiir die vorkommenden Schiefkérper
D; finden.

DEFINITION. K sei ein Kiorper. Eine (endlich-dimensionale) Algebra A iiber K ist ein endlich-

dimensionaler K-Vektorraum, in dem das + der additive Teil einer Ringstruktur mit
(aa)(Bb) = (apf)(ab) (Va,B € K, a,b € A)
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ist. Wir fordern der Einfachheit halber noch, daf§ A ein Finselement enthdlt; das konnen
und werden wir mit der 1 € K identifizieren und dann K als Teilring von A auffassen. Man
beachte, daff A beziiglich - nicht kommutativ sein mufS, daff aber aa = ac fir alle a« € K

und a € A gilt.

Des weiteren heifle A halbeinfach, wenn A kein nilpotentes Rechtsideal v # 0 enthdlt.

Ein Rechtsideal v heifit nilpotent, wenn " = 0 fiir ein n € N gilt. Ist A kommutativ, so bedeutet
obige Bedingung nichts weiter, als dal A kein nilpotentes Element # 0 enthélt. Im Nichtkommu-

tativen ist das falsch.

Die Gruppenalgebra KG der Gruppe G iiber dem Koérper K mit char(K) 1 |G| ist halbeinfach.
Aber F,C), = Fplz]/zP — 1 = Fp[z]|/(z — 1)P hat das nilpotente Element  —1 mod (x — 1)? (C,
ist die Gruppe der Ordnung p).

Zum Beweis obiger Behauptung zerlege A = v ® U mit einem Teilvektorraum U von A und nenne
m : A — v die Projektion auf v # 0. Das 7 ist eine K-lineare Abbildung, aber i.A. keine A-
lineare, weil U nur ein Vektorraum ist (also i.A. w(ab) # 7(a)b fir a,b € A). Fiir g € G setze
my(a) = m(ag~')g und bilde 7 = ﬁ >_gec Tg - Dann gilt

7: A, w(r)=rflirr €r, ker7 ist ein Rechtsideal, A = v ® ker 7.
Die Zerlegung 1 =rg + 11, 19 € v, 1 € ker 7 zieht r% = rg nach sich, also ist © nicht nilpotent.

DEFINITION. 1. Fin A-Modul ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, auf dem A wvon
rechts wirkt, also ma € M fiirm € M und a € A. Es gilt

(m1 + ma)a = mia + moa, m(ay + ag) = may + mag, (maj)az = m(aiaz), ml =m,

und natirlich aom = ma fir o € K C A.

2. Eine A-lineare Abbildung f : My — Ms von A-Moduln ist eine additive Abbildung
mit f(mia) = f(mi)a fir alle my € My und alle a € A. Insbesondere sind ker(f) und
im (f) A-Untermoduln von M; bzw. My und es gelten m.m. die iblichen Isomorhiesdtze
(wie auch die tibliche Definition einer Unterstruktur).

3. Eine K-Algebra A heifst einfach, wenn (0) und A die einzigen zweiseitigen Ideale in A

sind.

Beispiel : Der Matrixring D,,xy, ist einfach, wenn D ein iiber K endlich-dimensionaler Schiefkorper
ist (i.e., eine K-Algebra ohne Nullteiler).

Einfache Algebren sind halbeinfach. Wir werden zeigen, dafl obiges Beispiel schon die Gesamtheit
der einfachen Algebren erschopft. Halbeinfache Algebren werden sich als endliche direkte Summen

von einfachen Algebren herausstellen.
A) Halbeinfache und einfache Algebren

1.) Ist A eine einfache K-Algebra, so ist sie auch halbeinfach.
Denn das Annulatorideal a(r) & {a € A :va = 0} eines Rechtsideals t ist ein zweiseitiges Ideal,

also = 0, wenn t # 0.
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2.) Ist v ein minimales Rechtsideal in der halbeinfachen Algebra A, d.h. v # 0 und [v; G v =
t1 = 0], so gilt v = eA mit einem Idempotenten e? = e.

Denn Ja € v mit ar =, also ae = a mit einem e € v, also e? —e € {b€r:ab=0} Cr.
FOLGERUNG. A sei halbeinfach.

1. Jedes Rechtsideal v # 0 ist ein von einem Idempotenten erzeugtes Rechtshauptideal.

ii. Die zweiseitigen Ideale 0 # a von A sind die Hauptideale a = Ae = eA mit €2 = e €

Z(A) e {z€eA:za=az (Ya€ A)}, dem Zentrum von A.

wi. Ist M ein A-Modul und N ein Untermodul, so ist N schon direkter Summand in M.
Insbesondere sind alle A-Moduln projektiv 3.

vi. Ist M ein einfacher (oder irreduzibler) A-Modul, also ohne nichttriviale Untermoduln,

so ist M A-isomorph zu einem minimalen Rechtsideal v von A.

Zu letzterer Aussage beachte, dafi [ M einfach <= M =mA (V0# m € M)] und mA ~ A/ap,
mit a,, = {a € A : ma = 0} gilt. Wegen a,,, & v = A, ist deshalb mA ~ r.

3.) vo sei ein minimales Rechtsideal in A. Dann ist ) v ein zweiseitiges Ideal, wenn tber alle zu

tg isomorphen Rechtsideale v von A summiert wird.

FOLGERUNG. 4. Ist A einfach, so gilt A ~<t®---Dr (als A-Moduln) fiir jedes minimale Recht-
sideal v von A. Alle diese sind isomorph.
1. Ist A halbeinfach, so gilt A = a1 @ - - - O a,, mit minimalen zweiseitigen Idealen a;. Es

gilt weiter a; = Ae; = e;A mit einem zentralen Idempotenten e;, d.h. e? =e;, 6a =
ae; (Va € A).

Bemerkung : Die a; sind genau alle minimalen zweiseitigen Ideale von A; sie selbst sind einfache

Algebren (mit e; als Einselement). Es gilt
l=e+---+em, €i€; :(51']'61‘, a;a; :51']‘%.
Die e; heiflen die zentralen primitiven Idempotente von A.

4.) Das Rechtsideal v der Algebra A ist genau dann minimal, wenn D = End(x) ein Schiefkorper

18t.

FOLGERUNG. i. Ist A einfach, so gilt A ~ D, yy. Dabei ist D ~ End(r) fiir ein minimales

Rechtsideal v von A und n ist die Zahl der Summanden in A~t@--- Pr.

ii. Ist A halbeinfach, so gilt A ~ ;"1 (Di)n;xn, -

Bemerkunyg : 2.) und die Folgerung heifit Satz von Maschke, 4.) heiit Lemma von Schur. Die Folge-
rungen zu 3.) und 4.) heiflen Satz von Wedderburn und die (D; )y, xn, die Wedderburnkomponenten
von A. Als sehr unterschiedliche Monographien zum Thema nenne ich Artin-Nesbitt-Thrall, Rings
with minimum condition (Ann Arbor, University of Michigan Press 1944), sowie Kersten, Brau-

ergruppen von Korpern (Vieweg 1990).

3Hieraus folgt, daB die beiden Aussagen iiber endlich dimensionale K-Algebren A dquivalent sind: 1. A ist
halbeinfach, 2. jeder A-Modul ist projektiv.
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LEMMA. Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt D = K fiir jeden Schiefkérper D iber K.

Denn die Elemente von D sind wegen dimy D < oo algebraisch iiber K.

Beispiele :

1. Der kanonische Gruppenhomomorphismus G — G&P e /G’ induziert den Homomorphis-
mus von K-Algebren KG — KG* mit Kern a = eKG = KGe. Also: KG = a® KG(1 —¢)
mit KG(1—e) ~ KG*. Die halbeinfache K-Algebra a hat keine kommutative Wedderburn-
komponente! Insbsondere: CG ~ (s-C) @ Cp,, xnyyy @ - .- © Chy,pxn,,, mit allen n; > 2
und s = |G®|. Die Projektionen auf die Komponenten C werden von den Charakteren
x € Hom(G,C*) = Hom(G?*",C*) induziert.

Frage: was ist h; welche n; kommen vor (in Abhéngigkeit on G)?7

. Nun sei G abelsch und K = R oder K endlich iiber Q. Dann gilt KG = €, K; mit Erwei-
terungskorpern K; von K. Wegen x; : KG — K; (i-te Projektion) und x;(G) = () (als
endliche Untergruppe von K ), folgt K; = K(x) e K (Cn,) - Die y; laufen dabei durch G,
aber y;, und y;, liefern genau dann dieselbe Wedderburnkomponente K;, falls x;, = x4, 00

mit einem Galoisautomorphismus o; € G, /i gilt.

CJetzt sei G = (z,y: 2t =1, 22 =y? y~loy = 27! die 8-clementige Quaternionengruppe
und K = R. Wegen G* = V} (die Kleinsche Vierergruppe), gilt RG' = 4R @& A mit einer
4-dimensionalen einfachen Algebra, also A = Raxs oder A = D, ein Schiefkérper. Im ersten
Fall hitten wir Matrizen X,Y € Royo mit 1 # X2 =Y?2, X4 =1, Y 'XY = X~ !. Die
reelle Jordanform von X zeigt X2 = —1, also X ! = —X (da m(z) = 2% +1 das Minimalpo-
lynom von X sein mufl). Nun rechnet man ohne weiteres nach, dafl jede nichttriviale reelle

Linearkombination der Matrizen 1, X, Y, XY invertierbar ist,
(o + a1 X + Y + a3 XY)(apg —an X — agY — a3 XY) = (a3 + a2 + a2 + o)1,

womit erstens 1, X,Y, XY eine R-Basis von Royxo wire und des weiteren dann jede 2 x 2
Matrix # 0 invertierbar, ein Widerspruch. Also A = D = H; die Matrixbeschreibung von H
durch komplexe 2 x 2 Matrizen ergibt sich aus CG = 4C @ Caxo .

. Schlieflich sei G’ = S3 und K = Q. Wegen G?" = {+1}, ist QG = 2Q® A mit 4-dimensionaler
einfacher Q-Algebra A. Wir testen, ob jetzt A = Qqxo zutrifft. Der 3-Zykel liefert dann die
0 -1
Matrix X # 1 mit Minimalpolynom z? 4+ = + 1, also X = ) L) nach geeigneter
Basiswahl. Es ist nun nicht gerade einfach, die einer Transposition entsprechende Matrix
Yzu finden, weil wir keine Freiheit in der Basiswahl mehr haben. Folgender Trick hilft:
als 2-dimensionalen Q-Vektorraum nimm Q(¢3) mit Basis 1, (3. Dann lafl dem 3-Zykel die
Multiplikation mit (3 entsprechen und erhalte so wirklich obiges X; der Transposition lafl

-1

1
den Galoisautomorphismus o # 1 entsprechen und erhalte Y = ( 0 > . Damit ist die

S3 in Qoyo realisiert und A = Qoxo .
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Einschub: Tensorprodukte von Vektorrdumen 4

V und W seien (nicht notwendig endlich dimensionale) Vektorrdume iiber dem kommutativen
Korper K.

DEFINITION 15.1. Fine Abbildung a : V x W — A der Produktmenge V x W in eine abelsche
Gruppe A heifst ausgeglichen, falls

1. a linear in jedem Argument ist, also
a(vy + ve,w) = a(vy, w) + a(ve, w) und a(v,wi + ws) = a(v,w1) + a(v, ws)

fir alle v,v1,v2 € V und alle w,wi,we € W gilt,

2. a der Regel a(Av,w) = a(v, \w) (Vv € V,w € W, \ € K) geniigt.
DEFINITION. Die abelsche Gruppe V Qg W heifit ein Tensorprodukt von V und W (iber K ), falls
1. es eine ausgeglichene Abbildung
@:VxW-=VeagW, (v,w) —v@uw

gibt
2.VQW vondenv@w, veV,weW erzeugt ist,

3. jede ausgeglichene Abbildung a : VXW — A einen Gruppenhomomorphismus VW —
A, v@w— a(v,w) definiert .

Aus der Definition folgt sofort, dafl zwei Tensorprodukte V&g W, V@ W derselben Vektorrdume

V, W kanonisch isomorph sind: v ® w < v ® w.
SATZ. Zu 'V und W existiert ein Tensorprodukt.

Néamlich V @ x W = F/T mit der freien abelschen Gruppe F' auf den Erzeugenden (v,w), v €
V,w € W, und der Untergruppe

T = {((v1 + v2,w) — (v1,w) — (v, w), (v, w1 +wz) — (v,w1) — (v,w2), (Av,w) — (v, \w)) .

Wegen der dem Satz vorausgehenden Bemerkung sprechen wir ab jetzt von dem Tensorprodukt
VeorW.

SaTz. 1. V Qg W trigt auf natirliche Weise eine Vektorraumstruktur :
def 6
Av@w) = @w=v®\w .

2. VRkWeWRrkV , 10w w®uv

41.a. kénnen Tensorprodukte M ®gr N eines R-Rechtsmoduls M und eines R-Linksmoduls N iiber einem nicht
notwendig kommutativen Ring R erkliart werden. Die Besonderheit von Vektorrdumen iiber Korpern entsteht nur
bei Basisargumenten.

®... i.a. sollte hier a(v\, w) = a(v, \w) stehen

6... i.a. gibt es hierzu kein Analogon, es sei denn, der Ring K = R wiire kommutativ
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3. Ist Z ein dritter K -Vektorraum, so gilt
Vg (WogZ)~(VogW)®Z , 12 (w®z)« (v@w)® 2z
n
SATz. 1. Sind vy,...,v, linear unabhingige Vektoren in'V und ist > v @w; =0 in V @ W,

so sind alle w; =0 (1 <i < n). =

2. Ist V endlich dimensional und vy, ...,v, eine Basis, so ldfit sich jedes Element des
Vektorraums V @ W eindeutig als i v; @ w; mit geeigneten Vektoren w; € W schrei-
ben. =

3. Ist auch W endlich dimensional mit Basis wy, ..., W, so ist V Qg W ein Vektorraum
der Dimension n-m (=dimV -dim W) und v; ® w; (1 <i<n,1 < j < m) eine Basis
von V Qg W.

4. KQgW~W  a®Qw < aw .
Hier resultieren 2. und 3. aus 1., und 1. wiederum aus der kanonischen Isomorphie
VioVa) @k W= Vi@xk W Vo W .
Beispiele :
1. W sei ein K-Vektorraum und L Erweiterungskorper von K (etwa K = Q, L = R oder C;
K =R, L = C). Dann ist L auch ein K-Vektorraum und L @ W ist definiert. Dies wird

durch AM(p® w) = Ap® w ein L-Vektorraum. Es gilt dimy (L ® W) = dimx W. Des weiteren
ist W iiber die Identifizierung w <> 1 ® w ein K-Teilvektorraum von L ®x W .

2. Vox W~ Hompg (V, W) (kanonisch), wobei V= Hompg (V, K) der Dualraum von V ist:
e @wi— [v— pw]; V = (v), di = Dualbasis zu vy, f(v;)) =w; : f— > ,di ®w;.

Sarz. 1. f: V=V, g: W — Wj seien K-lineare Abbildungen von Vektorrdumen. Durch
f@g:VRgW —=Viog Wi, vew— f(v)®g(w)

ist eine wohldefinierte K -lineare Abbildung von V @ W nach Vi @ W1 definiert.

2. Fs seien' V =V, W = W7 endlich dimensional mit Basen vy, ...,v, bzw. wy,..., Wn.
Zu f gehdre beziglich {v;} die Matriv A = (ou), zu g beziglich {w;} die Matriz
B = (Bj1). Dann gehirt zu f ® g beziglich {v; ® w;} die Matric A® B € Kppmxpm mit

a11fi1 ... 01Bim oaBii . a12fim oo B oo nfBim
a11f21 ... a11Bom a2f1r .. 012fBim - ipfar ... canfom
allﬂml CIEa Oéllﬁm,m alZﬂml e a12ﬂmm CIE Oélnﬁm,l e alnﬂmm
an1fri - uiBim 2B - n2Bim oo @il - anfBim
anlﬁml ... anlﬂmm anZﬂll e an2ﬁmm .. Oénnﬂml e annﬁmm

7. ia. gilt sogar (M @r N) ®s 0 ~ M ®r (N ®s O) fiir einen Rechts-R-Modul M, einen Links-R-Modul N, der
zugleich ein Rechts-S-Modul ist und r(ns) = (rn)s erfiillt, und einen Links-S-Modul O.
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Beobachtung : Spur (A® B) = Spur A - Spur B

SAaTz. 1. Sind A und B K-Algebren, so auch A @k B (iber (a1 ® by)(az ® ba) = ajaz ® b1by).
2. Ist L/K eine Korpererweiterung und B = D ein zentraler Schiefkorper iiber K &, so
ist L& D eine zentraleinfache L-Algebra. Insbesondere ist dimyg D = s? ein Quadrat.

s heif3t der Schurindex von D.

B) Die Gruppenalgebra CG

G sei eine endliche Gruppe. Die Gruppenalgebra CG zerfillt in einfache Algebren
CG ~ (Cannl DD CTL;LXH}L ;

die Komponente C,,,x, entspricht dabei dem ¢-ten minimalen zweiseitigen Ideal a;. Und die ir-
reduziblen CG-Moduln sind genau die V; ~ C™ (1 < i < h), und jeder CG-Modul M zerfillt so:
M ~ @?:1 m;V; mit 0 <m; € Z und m;V; =V; @ --- @ V; (m; Summanden).

Beobachtungen :

1. h = dim¢(Z(CG)) = Klassenzahl von G, d.i. die Anzahl der verschiedenen Konjugierten-
klassen K, = {y~!gy : y € G} von G. Denn die Klassensummen C, = > zek, © (fir die

verschiedenen Konjugiertenklassen K,) bilden eine C-Basis von Z(CG).
2. dim¢ Homeg (V;, M) = m;

e, 1 <1i < h, seien die zentralen primitiven Idempotenten von CG, also die Komponenten der
1 in den a; (oder ;,CG = Cyp,xp,). Wir schreiben e; = %‘ deG a;(g71)g € CG mit Funktionen
a; : G — C. Das sind sogar Klassenfunktionen: o;(y~1gy) = a;(g).

Aus e;e; = d;5e; resultiert

|Ci;|§ Zg: ( > ai(ﬂﬁfl)@j(yfl))g = %ﬁ > ailg g,

TY=9 geG

Fiir g = 1 bleibt
1 i 0 i#j
@ Z ai(z)ay(x) = { ) —
n;
Was ist a;(1)? Betrachte die regulire Darstellung, i.e. den Modul M = CG. Jedes g € G bewirkt
eine lineare Abbildung mit Spur |G| oder 0, je nachdem ob g = 1 oder g # 1 ist. Unser ¢; bewirkt

dann eine mit Spur %ai(l)\G | = nja;(1). Andererseits zerfillt M = CG = EB?ZI n;V;, und e;

2

annuliert alle V; fiir j # ¢ und ist die Identitdt auf V;, hat also die Spur n;, woraus a;(1) = n;

folgt. Damit sehen wir :

Die «; bilden eine Orthonormalbasis des h-dimensionalen C-Vektorraums H aller Klassenfunktio-

nen von G nach C, mit dem Skalarprodukt

() = 15 L pla™Wla) pov e .

zeG

#also ein iiber K endlich-dimensionaler Schiefkérper mit Zentrum K
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Wir berechnen die Spur x; der von e; in Cnjxn; induzierten Matrix

o g ailg T xi(g) =ni i=

Es resultiert oy; = x;. Wir nennen x; den i-ten irreduziblen Charakter von G. Beachte, daf§ x;(g) =

Spur der von g auf V; vermittelten linearen Abbildung ist. Es gilt
(Xi» X5) = 0ij

Ist M = @ m;V; ein CG-Modul und xs(g) = Spur der von g auf M induzierten linearen
Abbildung, so ist xar = >_; mix; und m; = (xa, xi)- Der Modul M ist also durch seinen
Charakter xas vollstdndig bestimmt.

Bemerkung: Jeder Modul M liefert eine Matrixdarstellung, d.i. ein Homomorphismus G —
GLc¢(dime M) von G durch komplexe Matrizen. Umgekehrt liefert jede Darstellung G — G L¢(n)
einen CG-Modul M = C", indem g iiber sein Bild in GL¢(n) wirkt. Matrizendarstellungen und
CG-Moduln sind also dasselbe. Die Darstellung ist bereits durch ihre Spur bestimmt.

SATZ. Der Grad n; von x teilt die Gruppenordnung.

Denn die Klassensummen efiillen C,,C, = Z?Zl CryjCj , Cayj € Z. Projiziere Cy in die i-te Kom-
ponente und erhalte die Diagonalmatrix ¢41 (Schurs Lemma), damit also czcy = 3 _; cayjc;. Diese

Gleichung zeigt, dafl die ¢; ganze algebraische Zahlen sind. Anwendung von x; auf C, ergibt
_ |Kalxi(z)
n;

G|

nic; = |Kg|xi(z) oder ¢, . Multipliziere mit y;(z~!), summiere iiber alle x mod

Konjugation und erhalte "= als Summe ganz algebraischer Zahlen (x(y) ist eine Summe von

Einheitswurzeln, wie man der Jordanform von y in C,, xn, abliest, also ganz algebraisch).

DEFINITION. R(G) = {x1 — x2 : x1,2 Charaktere von Darstellungen von G} heifst der Charakter-
ring von G diber C. Das wird ein kommutativer Ring iiber (x1x2)(9) = x(9)x2(9). R(G) ist
ein freier Z-Modul mit Basis x;, 1 < i < h.

Der Summe von Charakteren entspricht die direkte Summe der Moduln: xar, + Xnm, = XMy @M,
dem Produkt das Tensorprodukt mit

g wirkt auf M; ®c My diagonal, also g(m; ® ma) = gmy & gms .

Daher xanecMy = XA X Ms-

Sei N <G und G = G/N. Die irreduziblen Charaktere von G seien Xy, - - - ,X,; X sei der Charakter
eines CG-Moduls M. Fasse M als CG-Modul iiber g = m - g auf, wenn g € G das Bild von g
ist. Der zugehorige Charakter von G heifit infi§;(Y) = ¥, die Inflation von ¥ von G nach G; er
erfiillt x(g) = x(g). Offenbar sind die x; = infi{ (X;) r verschiedene irreduzible Charaktere von
G. Beachte an dieser Stelle auch, da§ CG ~ CG & a mit a = ker(CG — CG) gilt, wobei letzterer
C-Algebrenepimorphismus von g +— g induziert ist.

Ein Spezialfall ist N = G/, die Kommutatoruntergruppe von G. In diesem Fall sind die inﬂg, (Xi)
genau die Charaktere x von G vom Grad 1, d.h. x(1) = 1.
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Die auf den Charakterringen induzierte Abbildung infl§ : R(G) — R(G) ist ein Homomorphismus

von Ringen.

Notation: Ab jetzt ist x1 = 1 der 1-Charakter von G, also x1(g9) =1 (Vg € G).
x1 = infl{(1); x1 ist das 1-Element von R(G).

Sei U < G und M ein CG-Modul mit Charakter y. Die Einschrinkung der Wirkung auf die
Teilalgebra CU C CG macht aus M einen CU-Modul. Das induziert einen Ringhomomorphismus
res{ : R(G) — R(U), x — resG(x) = xju , die Restriktion von y auf U. Es gilt (res§(x))(u) =
x(u) fir u e U.

Nun sei X ein CU-Modul mit Charakter £. Bilde M = X ®¢cy CG. Das ist ein Tensorprodukt eines
CU-Rechtsmoduls, X, mit einem CU-Linksmodul, CG, iiber einem nichtkommutativen Ring, CU.
Es gilt

r -
X@CUCG:{Z;l‘i@)Qi2$i€X,G:Ui:1Ugi}.
1=

Die angebenene Darstellung der Elemente des Tensorprodukts ist eindeutig. Die G-Modulstruktur
entsteht aus (n ® ¢;)g = nu® g; wenn g;g = ug;. Der zugehorige Charakter heifit der von &
induzierte Charakter ind &(€); es gilt

ind §(&)(9) = > _ &(gigg; ")
1=1

mit f =¢ auf U und f = 0 auflerhalb U.
Die auf den Charakterringen induzierte Abbildung ind§ : R(U) — R(G) ist nur eine additive
Abbildung. Das Bild von R(U) ist allerdings ein Ideal in R(G).

Spezialfille :
U<G = ind%(€) = 0 auBerhalb U.

U =1-dannist ind ¥(1) = pg die reguliire Darstellung von G, also C®:CG = CG, pa(g) =
Gl g=1
0 g#1.
Man beachte, daf} alle hier definierten Abbildungen, infl, res, ind, sich transitiv verhalten, z.B. res go
resg = res‘G/ fir V<U<<Q(G.

SaTz (Frobenius). 1. ind & (€ - res §(x)) = ind §(€) - x

2. (lndg(g)aX)G = (f»resg(X))U
fiir Charaktere & von U < G und x von G.

Bemerkung : Zur Verdeutlichung ist hier das Skalarprodukt (-, -) auf G bzw. U mit dem Index G
bzw. U verziert. — Es gibt auch eine Formel fiir res‘G/(indg(f )) fiir Untergruppen U,V < G und
Charaktere £ von U: die sogenannte Mackey-Formel, die wir hier aus Zeitgriinden unterschlagen
miissen (siehe z.B. B. Huppert, Endliche Gruppen 1 (Springer 1967), S.557). Soviel allerdings doch:
Ist N <1G und ¢ ein Charakter von N, so definiert £%(n) = £(xnx~1) fiir jedes € G einen neuen
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Charkter von N, den zu £ unter x konjugierten Charakter. Ist M ein zu £ gehérender C/N-Modul,
so gehort Mz zu &°, wenn Max & {mx:m € M}, mx =mox <= m; = my. Als Vektorrdume
gilt also M ~ Mz unter m — mz und n € N wirkt auf Mz iiber (Mx)n = M (znz~!)x. Folgende
Formel gilt nun: res $ind §(€) = > zea/n €T

SATZ. Ist G eine nilpotente Gruppe, so gibt es zu jedem irreduziblen Charakter x von G eine Un-
tergruppe U und einen abelschen (oder linearen) Charakter A von U (das ist ein irreduzibler
Charakter von U vom Grad 1) mit x =ind&(\).

Beweisskizze: Nilpotenz vererbt sich auf Unter- und Faktorgruppen — das gestattet einen Indukti-
onsbeweis nach der Gruppenordnung. Fiir den Induktionsschlufl darf G als nichtabelsch angenom-
men werden. Es sei m, die zu x gehdrige Darstellung von G, also my : CG' — Cy(1)xy(1) » x(g) =

Sp(my(9))-

Fall 1. N % G nker 7y # 1. Dann definiert 7, eine irreduzible Darstellung von G = G/N mit

Charakter X, X(7) = x(¢). Also x = infl{(X). Die aus der Induktion fiir das Paar G, gewonnene
Relation ¥ = ind %(X) mit U < G, X : U — C* liefert x = ind &(\) mit U als dem vollen Urbild
von U in G und A = infi§;(X).
Fall 2. N = 1. Wahle

A<G, Aabelsch, Z(G) G A

(etwa so: T € Z(G/Z(@G)) habe Primzahlordnung, setze A = (x)Z(G).) Der irreduzible Charakter
7 von A sei Bestandteil von res §(x). Ist V ein CG-Modul zu x und W C V ein CA-Modul zu T,
so gilt

V=3,cWg. ACSE {geG:WgZW} <G,
y &f Y seg Wsist CS-Modul und V = @ Yy, , wenn G = U::159i~
i=1

Ist ¢ der Charakter des CS-Moduls Y, so folgt ind f;g = x; insbesondere ist ¢ irreduzibel. Falls
S # @, gibt die Induktion & = indg()\) und folglich x = indg()\). Wire S = G, so erzwinge
V =) ¢ Ws eine Gleichung res ix = n7. Bislang haben wir nur A <1 G ausgeniitzt, jetzt niitzen
wir noch aus, dafl A abelsch, also 7(1) = 1 ist, und sehen, da8 m,(a) fiir alle a € A eine zentrale
Matrix ist. Aus N = 1 resultiert dann der Widerspruch A C Z(G).

SATz (Brauer). R(G) = Y. ind$(R(U)), summiert iber alle Untergruppen U wvon G der Form
U= {(g) x P mitgeG und P <G eine p-Gruppe (fir Primzahlen p).

Solche U heiflen p-elementare Untergruppen von G. Man kann offenbar ohne Einschrankung p t

ord(g) annehmen.

Beweisskizze: Es sei o der ganze Abschlul von Z in Q((|g|). Alle x € R(U), fiir alle U < G,
nehmen dann ihre Werte in o. Setze R(G) C R(G) © o @, R(G) C A oo = {f|f:G— o}
und entsprechend R(U) fiir U < G. Obige (kommutative) Ringe sind allesamt endlich erzeugte

Z-Moduln; die jeweiligen Ringerweiterungen sind also ganz.
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1. Die maximalen Ideale von A (und damit m.m. die von R(G) und R(G)) sind die Ideale

Pop ={f € A: f(z) €p},

wobei € G und p ein maximales Ideal in o ist. In der Tat ist {f € A : f(x) € p} Urbild
(unter dem Epimorphismus f +— f(z) : A — o) von p, also maximal; umgekehrt, ist B
maximal in A, so existiert ein z € G mit z(P) = {f(x) : f € P} # o, weil sonst

VeI f, € P: fo(x) =1, alsolszwexe‘I},

mit e, € A, €2(y) = gy

2. Setze pgzp = Pap N R(G) Es gilt pg, = .7, wenn 2’ die p-reguléire Komponente von x zur

Primzahl p € p ist (also # = 2’x, = 2,2’ mit 2’ p-reguliir ® und x, von p-Potenzordnung).
3. Es sei jetzt x = 2/. Dann ist
ind{(R(U)) & 9up -

wenn U = (z) x P mit P als einer p-Sylowuntergruppe von Zg(x) definiert ist. Denn

b€ RU), wla'y) = { Orf(w) (71 mod ford(e)

Dabei folgt res ?@@Z) € R((z)) aus den Orthogonalitiitsrelationen und o C R(U), und daraus
dann natiirlich ¢» € R(U). Beachte nun ind & () (z) = ord(z) ¢ p.

4. Aus md§(R(U)) ¢ pn, resultiert ind §(R(U)) € pzp N R(G). Daher existiert zu jedem
maximalen Ideal m von R(G) eine elementare Untergruppe U < G mit ind §(R(U)) ¢ m. Da
aber 3", ind §(R(U)) ein Ideal in R(G) ist, folgt nun Brauers Satz unmittelbar.

FOLGERUNG. 1. Zum irreduziblen Charakter x von G g¢ibt es elementare Untergruppen U < G,
ganze Zahlen zyy € Z und abelsche Charaktere A : U — C*, so dafi x =Y zyind & (\py)

gilt (die U sind nicht unbedingt paarweise verschieden).

2. Jede Darstellung von G st bereits iiber Q((|)) realisierbar.
Zu 1. beachte, dafl elementare Untergruppen nilpotent sind; 2. heif}t:

QPG ~ QCaPnixn & - © Qe npxn, und CG = C ®q(gq) AUe)G -

D) Darstellungen iber Zahlkérpern

K sei ein Zahlkorper, also eine endliche Korpererweiterung von Q. Wir betrachten QG = 692:1 b;,
wobei die b; die minimalen zweiseitigen Ideale von QG sind. Es gilt b; >~ (D;)n,xn,; K; bezeichne

das Zentrum von b; (oder von D;) und s; den Index von D;, also [D; : K;] = s2.

%.e. pford(z))
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Wegen b; C KG C CG gibt es einen irreduziblen Charakter x; von CG ° mit x;(b;) # 0. Ein

solcher sei im folgenden fixiert.

Ein minimales Rechtsideal v; von b; ist ein irreduzibler KG-Modul und liefert eine Darstellung
von G durch Matrizen iiber K. Die zugehorige Spurfunktion werde mit v; bezeichnet; sie heifit
ein irreduzibler K-Charakter von G. Beachte: ¥;(1) = dimg v; = [D; : K|n; = [K; : K] s?nl

SATZ (Deuring-Noether). Sind M und N KG-Moduln mit C @ x M ~ C @k N als CG-Moduln,
so sind sie schon isomorph als KG-Moduln. Mit anderen Worten: Rx(G) C R(G).

Natiirlich entsteht Ri(G) genauso aus den K G-Moduln wie R(G) aus den CG-Moduln, und die
behauptete Inklusion ist von M +— C®x M induziert. Man erinnere sich in diesem Zusammenhang
an den Satz aus der Linearen Algebra, nach dem zwei reelle Matrizen, die {iber C konjugiert sind,
schon im reellen Matrixring konjugiert sind.

Eine erste Konsequenz ist, dafl auch die K G-Moduln vollstdndig durch ihre Charaktere bestimmt

sind.

Sarz. 1. K; = K(xi) % K(xi(x) : © € G). Insbesondere ist K; eine galoissch abelsche Erwei-

terung von K; wir setzen &; = GKZ./K.

2. wl = S5 ZUE@Z' U(Xz)

Dabei bezeichnet ox; den Charakter ox;(g) = o(xi(g)). Beachte hier, da8 x; schon iiber K((|q)
definiert, also x;(g) Spur einer Matrix mit Koeffizienten aus diesem Korper ist; zu oy; gehort
dann die Darstellung, die aus der von y; durch Anwendung des auf K((|¢|) fortgesetzten Auto-

morphismus ¢ auf die einzelnen Matrixeintriage entsteht.

Als Folgerung erhalten wir noch:
Gi(1) = [K; : Ksing = s : K]xa(1) = i | xa(1) | 1G]

Der Beweis des letzten Satzes geschieht so. Setze L = K((g|). Anstatt mit CG konnen wir
genausogut mit LG arbeiten, z.B. also y; als LG-irreduziblen Charakter von G auffassen. (Obiger
Satz macht also Rk (G) durch interne Eigenschaften von Ry (G) = R(G) kenntlich.)

L ® b; ist ein zweiseitiges Ideal von LG und somit direkte Summe einiger der minimalen zwei-

seitigen Ideale von LG, von denen eines, etwa a;, zu x; gehore. Genauer:

Lk (Di)n;xn; = ((L®KK1‘)®KZ~ Di)n_Xn_ = @ Ls®k, Di)
e c€G(K;/K)

= EB ((LO')SiXSi)

wobei L, = L, aber die Wirkung von g € G auf dem Matrixring (Ly),x, (mit 7 = s;n;) die von

Nn; Xn; g X1

g auf a; = L.y, gefolgt von der von ¢ auf den einzelnen Matrixeintrigen ist. Man beachte, dafl
K; C L aus dem Vergleich der Zentren von KG und L ® x KG = LG resultiert.

Wir sehen, daf die 0 € G(K;/K) (gelesen in G(L/K)) genau die verschiedenen einfachen Kom-

ponenten von L ®x b; indizieren, insbesondere also x; # ox; fiir o # 1 gilt. Damit induzieren die

10diese heiBen ab sofort absolut irreduzibel
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o verschiedene Automorphismen auf K (y;); andererseits kommt 7x fiir jedes 7 € G(K (x;)/K)
(wegen T1; = 1;) in L ®f b; vor. Das beweist K; = K(x;). Und 2. folgt aus s;n; = x;(1).

E) Die Brauergruppe von K
Wir wollen nun fiir einen beliebigen Korper K einen Uberblick iiber die moglichen Schiefkorper

D iiber K bekommen. Wir nehmen dabei durchweg an, da} K das Zentrum von D ist.

SAaTz. 1. Sind A und B zentraleinfache Algebren iiber K, i.e. einfache Algebren mit Z(A) =
K = Z(B), so ist A®p B auch zentraleinfach.

2. Ist A zentraleinfach, so auch
A*={a*:a€ A} mit
ai = a5 <= a; =az, a*+b*=(a+b)*, a*b* = (ba)*, aa* = (aa)*,
und es gilt A Qg A* ~ Kyxpn mitn = dimg A.

A* heifit die zu A antiisomorphe Algebra. Das Tensorprodukt A @ B der K-Vektorrdume A, B
bekommt die Algebrenstruktur durch

(a1 ® b1)(a2 ® ba) = ajaz @ bibs .

Die Isomorphie A ®x A* ~ K, x, ist von folgender Abbildung induziert. Betrachte A als n-
dimensionalen K-Vektorraum (so dafl Endg(A) = K,x,) und sende a € A auf l,, l,(x) = az,
und a* € A* auf o, ro(x) = xa. Der resultierende Homomorphismus A @ g A* — Endg(A) ist

injektiv, weil A ® x A* einfach ist, und aus Dimensionsgriinden surjektiv.

DEFINITION. Zwei zentraleinfache K-Algebren A und B heiffen dhnlich, wenn A ~ D,x, und
B ~ Dpyxm mit demselben Schiefkorper D gilt.

SATZ. Die Ahnlichkeitsklassen der zentraleinfachen K -Algebren bilden mit Qi eine abelsche Grup-
pe B(K), die Brauergruppe von K.

B(K) beschreibt also die Isomorphietypen der iiber K zentralen Schiefkorper; K selbst reprisen-
tiert das Einselement in dieser Gruppe (genauso wie K, fir n € N und D* das Inverse von
D.

Es sei L/K eine (algebraische) Erweiterung. Wir definieren eine Abbildung B(K) — B(L) durch
A— L®gk A. Der Beweis von 1. im vorletzten Satz zeigt, dafi L ® i A eine zentraleinfache Algebra
ist. Die Abbildung ist offensichtlich wohldefiniert und ein Homomorphismus von Gruppen. A geht
auf 1 € B(L) genau wenn L ®x A ~ Lyx, (mit n? = dimg A) gilt; in diesem Fall heifit L ein
Zerfillungskdrper von A. Wir bezeichnen den Kern der Abbildung mit B(L/K).

Beispiele in diesem Zusammenhang sind
1. K=R,L=Cund A=H.

2. L = K¢ Also ist dimg (A) tatséchlich immer ein Quadrat.
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3. Ist L Zerfallungskorper von A, so auch jede (algebraische) Erweiterung von L.

SATZ. Ist D ein diber K zentraler Schiefkorper endlicher Dimension, so existiert in D ein maxi-
maler kommutativer Teilkérper L mit [L : K|? = dimg (D). L zerfillt D.

Zum Beweis wihle L maximal unter allen in D enthaltenen Korpern (wie etwa K). Setze Zp(L) =
{de D :d\= X (VX € L)}; dies ist ein Schiefkérper mit Zentrum O L. Wébhle, falls moglich,
d € Zp(L) \ L. Aber dann ist L(d) ein goBerer Korper in D als L. Also Zp(L) = L. Wir zeigen
L®yg D = Lyy, mit 7 = [D : L]. Fasse dazu D als L-Linksvektorraum auf und betrachte die
Abbildung L ® ¢ D — Endp(D) !

A +— Linksmultiplikation mit A auf D,
d — Rechtsmultiplikation mit d auf D .

Dies ist ein Homomorphismus # 0 von L-Algebren, also schon ein Monomorphismus, weil L ® x D

einfach ist. Wir berechnen die Dimensionen
dimy (L ®x D) = dimg D = n, dimy(Endz (D)) = (dimz(D))?.

Der Beweis ist beendet, wenn n = dimg (D) = (dimg(D))? gezeigt ist. Nun ist D ®x D* ~ Kpxn
und L = L®1 C Ky xp. Der Zentralisator von L® 1 in D® D* ist L® D*, weil L = Zp(L). Dessen
L-Dimension ist damit n. Nun ist der Zentralisator von L in K, x, isomorph zu Endz (K"™), weil
K" iiber L C K, ein L-Vektorraum ist, und folglich (n/[L : K])?> = n oder n = [L : K]?. Aus
n = 52 (mit s = Schurindex von D) folgt dann die Behauptung.

Ab jetzt sei der Einfachheit halber K ein vollkommener Koérper. Dann existiert zu jeder zentral-

einfachen Algebra ein Zerféllungskorper, der galoissch endlich iiber K ist:

B(K)= |J B(/K).

L/K galoissch

SATZ (Skolem-Noether). A sei zentraleinfach tiber K und B C A einfach. Dann existiert zu einem

K -Algebrenhomomorphismus g : B — A ein in A invertierbares Element u mit g(b) = ubu~!.

Der Beweis benutzt die einfache Algebra C' = B ® ¢ A*, die auf natiirliche Weise von links auf
A wirkt. Aus g resultiert eine zweite Wirkung. Da der C-Modul A direkte Summe einfacher C-

Moduln ist und die alle isomorph sind, gibt es einen C-Isomorphismus v : A — A mit
(baa)y = (b ")) = (b a*)()" = g(b)(2)"a,
insbesondere also
(175 = (1@ b)) = (5)7 = ((b® 1%)1)" = g(b)(1)7.-
Also u % (1)7.

Anwendungen :

"die f € Endz (D) werden von rechts geschrieben
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1.

K =R = B(R) = B(C/R). An zentralen Schiefkérpern D # R kommen deshalb nur
4-dimensionale vor und C ist stets ein maximaler Teilkorper. g : C»— D, i — —¢ wird durch
ein u € D* geliefert, i3 = uiu~!. Weil C von u? zentralisiert wird und g(u?) = vu?u=! = u,
ist u? reell und sicher negativ, also = —r? mit einem r € R. Setze j = u/r und rechne nach,

dafl D ~ H unter i — i, j — j. Also B(R) = {R,H} = Z/2.

K sei endlich. Ist D zentraler Schiefkorper iiber K und d € D in dem maximalen Teilképer
L enthalten, so ist L bis auf Isomorphie unabhéngig von d und zyklisch iiber K. Es re-
sultiert D = Uuer uLu~1 oder D* = UueDX uL*u~t. Aber eine endliche Gruppe G ist
nicht die Vereinigung der Konjugierten einer echten Untergruppe U: G = UgiU & G =
UgiUg; ! = |G| < [G: UJ|U| weil 1 € g;Ug;*. — Also B(K) = 1.

Die reduzierte Norm (eine Verallgemeinerung der Determinante ins Nichtkommutative); die

reduzierte Spur:

A sei eine zentraleinfache K-Algebra und L ein iiber K galoisscher Zerfallungskorper von
A. Uber einen Isomorphismus ¢ : L @ A ~ Ly, definiere die reduzierte Norm (Spur)
von a € A durch nr(a) = det(¢(1 ® a)), tr(a) = Spur(¢(l ® a)). Dann héngen zufolge
des Skolem-Noetherschen Satzes nr(a) und tr(a) nicht von der speziellen Wahl von ¢ ab,
und auch nicht von der von L, weil, mit K C L C H, L C H die natiirliche Abbildung
L A— HRrg Amit 1l ®a =1 a stiftet.

Erweitere 0 € G(L/K) auf natiirliche Weise zu einem Automorphismus von L, x,. Dann
zeigt eine erneute Verwendung des genannten Satzes det(p(l ® a)) = det((p(1 ® a))?) =
det(p(l ® a))?, also nr(a) € K (und ebenso tr(a) € K). Offenbar gilt noch nr(ab) =
nr(a)nr(b), tr(a + b) = tr(a) + tr(b) und dariiber hinaus [nr(a) =0 <= a ist Nullteiler].

Verschrinkte Produkte :

Es liege der Sonderfall vor, dafl L/K galoissch (mit Gruppe G) sei und L genau mittig in der
zentraleinfachen K-Algebra A liege (i.e., dimgx A = [L : K]?). Dann fiihrt jedes o € G zu einem

invertierbaren Element u, in A und diese u, sind zufolge des Artinschen Lemmas iiber die L-

lineare Unabhéngigkeit der 0 € G als Funktionen auf L linear unabhingige Elemente in A, damit
A =@, Luy. Wir notieren die Rechenregeln

1.

2.

3.

-1 .
UsA=A u, fir Ae L
UglUr = CorUor Mit cor € L

Uy kann zu a,u, mit einer Funktion G 3 o — a, € L* abgeindert werden und diese

—1
. . o 1
Funktion veréndert ¢, . zu asal a;cor -

Das Assoziativgesetz in A ist dann gleichwertig mit der Relation ¢  corw = CorwCrw -

Umgekehrt, ist L/K galoissch mit Gruppe G und A der n-dimensionale L-Linksvektorraum

mit Basis u, (indiziert mit den o € G), so wird A zu einer assoziativen Algebra iiber u,\ =

X’iluo, UslUr = CyrUsr Mit Elementen ¢, ; wie oben. Das Zentrum ist K und A ist tatséchlich

einfach (wieder wegen des Artinschen Lemmas).
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Konnen wir nun zeigen, daf (x) es zu jedem Element D € B(L/K) ein A ~ D gibt, das L genau
mittig enthalt, so ist B(L/K) durch die Funktionen c,, modulo den a, bestimmt und zwar,
wie man nachrechnet, auf eineindeutige Weise, i.e., B(L/K) ~ H?(G,L*) als Gruppen, wenn
H?(G, LX) die Gruppe {c,}/{as} (mit der natiirlichen Multiplikation) abkiirzt (s.u.).

(x) folgt aus dem Zentralisatorsatz: A sei zentraleinfach iber K und B C A einfach. Dann ist
der Zentralisator C' = Z4(B) von B in A einfach mit Z(C) = Z(B) und es gilt C ~ Bk A, [B :
K] =[A: C] (und insbesondere dann Z4(C) = B).

Dies resultiert aus B®1 C ARQxg A* = K, 24,2 und: B®1 hat den Zentralisator C® A* in K,2,,,2;
B induziert K-lineare Abbildungen auf K "* und die B-invarianten darunter sind die Elemente
aus C' ® A*, mithin C ® A* = Endg(K™’) = Endg(tE) = (D);x; mit dem einfachen B-Modul E
und D ~ B.

Und () selbst folgt dann so: 1® D C L® D = Lyyn C Kprxnr mit 7 = [L : K]. Weiter liegt L ® 1
im Zentralisator Zk,, ... (1® D) = C ~ D nach obigem Satz, der auch die Einfachheit von C' mit
Zentrum K und die Mittigkeit von L in C' impliziert.

Es st nun einfach, folgendes zu erkennen .

1. (L/K,cor) ~(L/K,byr) <= Cor ~ by, . Hier bezeichnet

(L/K.cor)= B Lus
o€G(L/K)
die zentraleinfache Algebra, die wie weiter oben zu der galoisschen Erweiterung L/K und
dem Faktorensystem ¢, € L™, c;’,;l Corw = CorCorpw s UgA = PRy (VAeL,o,mweQq)

konstruiert wurde, und ~ bedeutet, da8 ¢, um eine Funktion G x G — L*, (0,7) —

o1 -1

asaf ag - mit a, € L™ abgedndert werden darf.

2. (L/K,cor) >~ Kyxn < Cor~1 (mit n=[L:K]).

Beispiel: Ist L/K zyklisch und (0) = G = G(L/K), so ist jedes Element aus B(L/K) gleich
einem (L/K,0,a) = @?:_01 Ly mit u® = a € KX, u\ = \° . Genau dann geben a; und as
dieselbe Algebra, wenn sie sich um ein Normelement Ny /x(a) mit einem « € L* unterscheiden.
Man bemerke, da8 a von der Wahl des Erzeugenden o abhingt: wird o durch ¢” mit (r,n) = 1

ersetzt, so mufl a durch a” ersetzt werden.
In diesem zyklischen Fall gilt also B(L/K) = K* /Ny L.

Diejenigen D € B(K) mit Schurindex 2 enthalten einen iiber K quadratischen Teilkérper L, der

automatisch galoissch iiber K ist. Damit D = (1,u,v,uv)x mit L = K(v),v? =b € KX, u? =

a € K* | uwv = —vu. Dies sind die sogenannten Quaternionenalgebren (‘}(b) Beachte die Symmetrie

in a,b. Dal D schief ist, bedeutet genau a ¢ NK(\/E)/K oder auch b ¢ Ny ( /i Man beobachtet

noch

1. Eine Algebra (‘}’(b), die von 1, u,v,uv mit den Relationen u?> =a € K*, 1> =be K*, uv =

—vu liber K erzeugt ist, hat die Dimension 4 iiber K und ist deshalb einfach mit Zentrum K.
Ist a ein Quadrat in K, so handelt es sich bei der Algebra um Kaxo mit (etwa) u = v/a(§ )

undv:(?g).
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2. Die reduzierte Norm auf (a[’{b) sendet £ = ap + a1u + v + asuv auf a% — a%a — a%b + a%ab.

Denn, mit T = g — aqu — ov —aguv, gilt x + y =T+7y, Ty = y- T, T = zx. Insbesondere
ist K(x,7) ein kommutativer Teilkérper L (nr(z) # 0 angenommen) und also (wenn nicht
z € K) nr(z) = Ny g(2) = 2T = of — ofa — a3b+ ajab.
Diese Quaternionenalgebren zusammen mit K sind Elemente A € B(K) mit AQxg A ~ 1 in B(K).
Und tatséchlich ist B(K) eine Torsionsgruppe: Hat A € B(K) den Schurindex s, so gilt A® =1
in B(K).

Das sieht man so. Wird A von dem iiber K galoisschen L zerfillt, also 0.E. A = (L/K, ¢y ), so
hat der einfache A-Modul F iiber L die Dimension s, weil L mittig in A liegt. Man lasse nun A
von links auf dem antiisomorphen E* wirken (gehe von der ‘obersten Zeile’ zu der ‘linken Spalte’
iiber). Das liefert beziiglich einer L-Basis von E* zu den u, Matrizen Uy, die ¢ Uyr = UsU? -
erfiillen. Mit o, = det(U,) findet man dann cg; , = aga? azl.

Zusatz: In der Ordnung eines Elementes in B(K) kommen tatsichlich alle Primteiler des Schu-
rindexes dieses Elementes vor. Das sieht man iiber ein ‘Sylow’-Argument ein. Man wéhlt zunéchst
einen iiber K galoisschen Zerfallungskérper L und nimmt dann den Fixkorper F' einer Sylow p-
Untergruppe von G = G fiir eine Primzahl p, die den Schurindex (von D € B(K)) teilt.
Nun niitzt man folgende Beobachtung aus: Zerfillt der Korper M O K den Schiefkorper D,
so gilt s | [M : K]. Denn dann gilt M ®x D = Mys und der irreduzible Modul M?* erfiillt
dimp M?® = % . Damit zuriick zu obigem F': der Schurindex § von F® g D ist wegen p 1 [F' : K]
ungleich 1 und wegen L& p(F Rk D) = Fsx s eine Potenz von p. Nun teilt offensichtlich die Ordnung
von F ®x D € B(F) die von D € B(K), da die Abbildung B(K) Br, (F') ein Homomorphismus

abelscher Gruppen ist; dariiber hinaus wissen wir bereits, daf} erstere ein Teiler von § ist.

Wir skizzieren nun, warum die Abbildung B(K) — (cor : G x G — L*) /((0,T) — agal ozl
multiplikativ ist : Betrachte C = A @k B mit A = (L/K,bys+), B = (L/K,cs ). Ist e ein Idem-
potent # 0 in C, so ist eCe = Home(eC, eC') zentraleinfach iiber K, weil eC' ein Vielfaches des

einfachen C-Rechtsmoduls ist. Wir geben ein e mit eCe ~ (L/K, by r¢y+) an, ndmlich

e=[[@@1-100()/(J[(e-0cla) o1
o#l o#l
mit L = K(a) und 0 € G = Gp/g. Multipliziert man den Zihler aus, so erhilt man einen
Ausdruck der Form Zl?;oz o' ®b; € L®g L mit n = [L: K], also ein Element # 0. Hingegen
ergibt die gleiche Rechnung die Gleichheit [[, (a® 1 —1® o(a)) = fo(a) ® 1 = 0. Daraus folgt

der Reihe nach
(a@le=(1®a)e, A®l)e=(1®@Ne (VAe L),
e?=c,e(L®1)~L,
0
e(uy ® vr)e = OFT
(ug @ vy)e = e(uy @y, sonst

eCe = Za G(L b2 1)wa mit w, = e(ua ® UU)ev

und zu w, gehort das Faktorsystem b, ;¢ -
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SchluBbemerkungen :

1. Mittels zahlentheoretischer Argumente (aus der Bewertungs- und Klassenkdrpertheorie) kann
man B(K) fiir lokale Kérper und Zahlkérper K ausrechnen (also fiir Korper K, die endlich
iiber den p-adischen Zahlen Q, oder iiber den rationalen Zahlen Q sind). Haupthilfsmittel
in beiden Fillen ist, dal ein Schiefkorper D € B(K) zyklisch ist, d.h. mittig einen iiber K

zyklisch galoisschen maximal kommutativen Teilkorper enthélt.

2. Die Theorie der halbeinfachen K-Algebren A ist fiir zahlentheoretische Anwendungen zu
grob. Im Fall eines Zahlkorpers K sind nicht die A das eigentliche Objekt des Interesses,
sondern vielmehr die o-Ordnungen A in A : dabei ist o etwa der Ring der ganzen algebraischen
Zahlen von K und A C A ein Ring, der zugleich ein endlich erzeugter o-Modul ist und eine K-
Basis von A enthéilt. Das Standardbeispiel bei A = QG , der Gruppenalgebra einer endlichen
Gruppe G tiber Q, ist A = ZG, der ganzzahlige Gruppenring von G. Diese Ordnungen A
sind bislang bei weitem nicht vollstindig verstanden; recht gut Bescheid weifl man allerdings
iiber die Maximalordnungen Amax , das sind solche Ordnungen in A, die in keiner Ordnung
von A echt enthalten sind. Ein Beispiel dazu: ist G die zyklische Gruppe der Ordnung 2, so
gilt A=ZG ¢ Apax =ZOZCQdQ=0QG.
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