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1. Kérper

Dies sind nichtleere Mengen K mit zwei Strukturen, + und - !, also Abbildungen K x K — K,
die folgendes erfiillen :

(A0) J0eK:a+0=a (Va€ K)
(A1) a+b=b+a (Va,b e K)

(A2) Vae K3—aceK:a+(—a)=0
(A3) a+(b+c)=(a+b)+c (Va,b,ce€ K)
(MO) dle K:al=a (Va € K)
(M1) 1#0

(M2) ab = ba (Va,b € K)

(M3) V0#acK3a'leK:a-al=1
(M4) a(bc) = (ab)c (Ya,b,c € K)
(M5) a(b+c¢) = ab+ ac (Va,b,c € K)

Fehlt (M2), gilt aber noch
(M5")  (a+b)e =ac+be (Va,b,c € K),
so heift K ein Schiefkorper 2.

. wird allerdings meist nicht ausgeschrieben
2Zumindest in diesem Semester werden wir keine Schiefkérper behandeln.



Gilt nur (A0)-(A3), oder (MO),(M3),(M4), so heift K, bzw. K* % K \ {0}, eine Gruppe
(beziiglich +, bzw. -); beachte, daf im letzteren Fall die Gruppe nicht kommutativ ® sein
muf: (M2) fehlt! Dennoch gilt immer: la = al,a-a ! =a"'-a=1 (Va € K*).

Fehlen fur K nur (M1) und (M3), so heifit K ein Ring.

Wir reden von Unterstrukturen von K oder K* | also von Teilkérpern, Teilringen, Untergrup-
pen, wenn wir nichtleere Teilmengen k von K meinen, die abgeschlossen unter + und (bzw.) -
sind, sowie aufserdem (A0),(A2), bzw. (MO0),(M3) bei Gruppen, erfiillen (alle anderen Gesetze
folgen dann automatisch fiir k).

Beispiele :
Korper sind Q (die rationalen), R (die reellen), C (die komplexen Zahlen); aber
auch Fo = {0,1} mit 1 + 1 = 0 ist ein Korper.

Ringe sind Z (die ganzen Zahlen), R[z]| (der Ring der Polynome in der Unbestimm-
ten x mit reellen Koeffizienten) oder Ry,xy, (der Ring der n x n-Matrizen mit reellen
Eintragen.

Aus der lineraren Algebra sind die Gruppen S,, (die symmetrische [Permutations|-
Gruppe auf n Elementen), und GL,(R) (die Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen mit reellen Eintragen) bekannt. Beide Gruppen sind (mit Ausnahme
von kleinen n) nichtkommutativ.

In einem Korper K bilden die ganzrationalen Vielfachheiten n1 = 1+ ...4+1,n € N, und
—_——

n
(—m)1 = n(—=1) = —1 + ... + —1 des Eiselementes 1 € K einen Teilring. Gilt fiir alle

0#n €N, daknl #0,so is‘sdieser Teilring vermége z1 — z isomorph zu Z, d.h. die gezeigte
Abbildung ist bijektiv sowie vertrdglich mit + und -. Wegen (M3) gehoren alle Quotienten
211 - (221)71 ) 21,0 # 23 € Z, zu K; diese zusammen bilden den kleinsten Teilkérper von K,
den sogenannten Primkoérper in K. Er ist vermoge 211 - (221)~! +— 21/29 isomorph zu Q.

Falls es ein n # 0 mit nl = 0 gibt, so konnen wir das kleinste solche n € N wihlen. Dieses
n ist dann eine Primzahl p, und die Elemente 0,1,2 - 1,...,(p — 1)1 bilden den kleinsten
Teilkorper in K. Vermoge nl — 1, 0 < n < p—1, ist dieser isomorph zu Fp, dem Primkorper
mit p Elementen, der aus Z dadurch entsteht, daf man die Gleichheit “=" durch “= mod p”
ersetzt, also durch die neue modulo p - Gleichheit “a =b mod p <= p|a—b’ fiir a,b € Z *.
Damit gilt: a+b = ¢ mod p mit c als dem Rest von @ — b nach Division durch p; entsprechend
ab = ¢ mod p mit ¢ als dem Rest von ab nach Division durch p. In beiden Féllen ist also ¢
eine natiirliche Zahl zwischen 0 und p — 1. Dies beweist die Abgeschlossenheit von Z mit der
neuen Gleichheit bei + und -. Daf es sich bei F,, tatsidchlich um einen Kérper handelt, also
(M3) erfiillt ist, sieht man am einfachsten so: die Multiplikation mit 0 # Z ist eine injektive
Selbstabbildung der endlichen Menge Fp, also auch surjektiv und damit die Gleichung z-7 = 1
16sbar, i.e. 7 = (z) L.

DEFINITION. Ist Q der Primkérper in K, so sagen wir, dafi K die Charakteristik 0 hat; ist
Fy, der Primkérper, so setzen wir char(K) = p.

3statt kommutativ sagt man auch abelsch
4p | 2 heit: p teilt die ganze Zahl z. Die neue Gleichheitsklasse der ganzen Zahl z wird mit Z bezeichnet,
also z1 = Z2 <= 21 =22 mod p.



Es liege uns eine Korpererweiterung L/K vor, also ein Paar L, K von Kérpern mit L D K,
so dak +,-,0,1 dasselbe in L und K bedeuten. Wir kénnen L in natiirlicher Weise als K-
Vektorraum betrachten und sodann von der Dimension reden.

DEFINITION. [L : K] = dimg L heifit der Grad der Korpererweiterung L/K. Beachte, daf
[L: K] = oo mdglich ist.

LEMMA. Der Grad von Korpererweiterungen verhdlt sich multiplikativ ®:
[F': K]=[F:L]L:K]
fiir Korper K C L C F.

DEFINITION. L/K sei eine Korpererweiterung und a € L. Dann bezeichnet K(a) den klein-
sten in L gelegenen Kdorper, der K und a enthdlt, also K(a) = (\k, der Duchschnitt
genommen tGber alle Teilkdrper k von L, die K und a enthalten. Des weiteren wird a
algebraisch iiber K genannt, wenn [K(a) : K| endlich ist, sonst transzendent.

Beispiel: L = C,a = i = v/—1,K = Q. Hier ist [Q(:) : Q] = 2. Fiir a = 7 ist dagegen
[Q(7) : Q] = oo, wie wir spater noch sehen werden.

Wir beschreiben im folgenden K (a). Sei zunéchst [K(a) : K] < co.Ist a € K, soist K(a) = K.
Ista ¢ K, also 1 # [K(a) : K] =n < oo, so existiert eine Gleichung g(a) = >>71, aja’ = 0 mit
n1 > 1und ay, # 0, denn 1,a,a?,...,a" € K(a) sind linear abhingig iiber K. Die Gleichung
f(a) = 0 von kleinster Lange und mit ay,, = 1 ist eindeutig durch a und K bestimmt, weil das
Polynom f(x) (mit der Unbestimmten z anstelle von a) jedes Polynom ¢(z) mit Koeffizienten
aus K und mit Nullstelle a in L teilt; f(z) ist insbesondere irreduzibel. Es folgt, dak der Grad
von f(z) gleich n ist und daf K(a) = {Z?:_& vja? : y; € K} gilt. Die Irreduzibilitit von
f(z) garantiert (M3) fiir {Z}:& vja’ : v; € K}. Némlich: {E?:_OI vjal v € K} ist ein K-
Vektorraum der Dimension n und (dieser Schluf ist dhnlich dem vom Nachweis von (M3) fiir
Fp) die Multiplikation mit b def ;-‘:_5 ial # 0 ein injektiver K-Vektorraumendomorphismus
von {Z?:_()l vja’ : y; € K}, also auch ein surjektiver, mithin ist die Gleichhung b- X = 1
16sbar mit einem X € { ;L:_Ol vja’ i v; € K} und X = b~!. SchlieRlich ist die Darstellung
eines Elementes aus K (a) in der angegebenen Form eindeutig.

Sei nun a transzendent iiber . Dann stimmen zwei endliche Summen f(a) = 371, ajal , g(a)

= Z;'Lio ﬁjaj in K(a) C L mit Koeffizienten o, §; € K nur iiberein, wenn o, = f; fiir alle j
gilt. Die Menge aller dieser Summen (Polynome in a) bezeichnen wir mit K[a] und erhalten
einen K und a enthaltenden Teilring von L, der allerdings noch kein Kérper ist: a=! ¢ K[a].
Offenbar gilt aber K(a) = {f(a)/g(a) : f(a),g(a) € K[a], g # 0} . Dies ist der Kérper der

rationalen Funktionen in a iiber K.

Indem wir mit Polynomen in einer Unbestimmten und Koeffizienten aus einem Korper K
irgendwie schon vertraut zu sein scheinen (wir erinnern in dem Zusammenhang etwa an die
Theorie der Eigenwerte einer Matrix), kénnen wir uns jetzt auch Korpererweiterungen kon-
struieren. Zum Beispiel den Kérper K (x) der rationalen Funktionen in einer Unbestimm-
ten z. Oder, zu gegebenem irreduziblen Polynom f(x) mit Koeffizienten aus K einen Er-
weiterungskorper L = K(a) von K, der eine Nullstelle a von f(z) enthilt und von die-

n—1

ser iiber K aufgespannt wird. Das tun wir so: Setze K(a) = {3} 77, vjal : y; € K} mit

®bei verniinftiger Interpretation der Multiplikation mit oo
59 # 0 bedeutet, daf das Polynom g(a) einen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzt.



n als dem Grad von f(x) und identifiziere dabei die Summe Z?;()l yja? mit dem n-tupel
(Y0, 71y, m—1) € K x...x K = K" so daf K(a) zunichst einmal eine wohldefinierte Men-
ge ist. Wir addieren komponentenweisg in K™ und multiplizigren Z?;& vja? mit Z?;& §ja
gemék der Regel: Ist g(x) = ?;& v;x? und h(z) = Z?;& d;x?, so berechne das Produkt der
Polynome ¢(z) und h(z), dividiere das Ergebnis mit Rest r(z) = Z;-L;& 0;27 durch f(z) und
setze a fiir z in r(z) ein; r(a) ist dann das Produkt. Als Beispiel betrachte man K = R und
f(z) = 22 — 2 oder f(x) = x?+ 1. Wir erhalten R(a) = R im ersten und R(a) = C im zweiten
Fall.

Man beachte, dafs obiges K (a) zwar eine Wurzel von f(x) enthilt, aber im allgemeinen nicht
alle, und daf mit dieser Konstruktion nicht zwischen den verschiedenen Wurzeln von f(x)
unterschieden werden kann. Dies fiihrt notwendig dazu, nicht nur Erweiterungsképer L von
K allein, sondern solche L zusammen mit K-Isomorphismen 7: L — F, 7(a) = o (Vo € K),
in ausreichend grofe Erweiterungskorper F' von K zu betrachten 7. Unter F stellen wir uns
am besten Koérper vor, die K und alle Wurzeln von f(x) enthalten (die es erst noch zu
konstruieren gilt). Beispiel: Statt C/R betrachten wir C zusammen mit dem Automorphismus
T7:a+10 — a—if als Erweiterungskorper von R. Die Unbestimmtheit, welche Wurzel aus -1
wir mit ¢ meinen, ist jetzt dadurch ausgerdumt, dak wir C durch das Paar C, 7 ersetzt haben;
wir reden sozusagen von ¢ und —i gleichzeitig; 7(i) = —i.

2. Polynomringe; Grundsétzliches zu Homomorphismen und Faktorstrukturen

Es sei K ein Korper. Der Polynomring R = K[z] in der Unbestimmten x iiber K ist als
die Menge {g(z) = Z?:O ozl d € N, aj € K} definiert, die wir, dhnlich wie friiher, mit
K> = {(ag,a1, ) : o € K, fast alle o; = 0} identifizieren. Addiert wird komponentenwei-
se, multipliziert gemé&f der Regel (Z;'l:o a;2?) (20 Bra®) = S Zk: a;f)x" . Man sieht
jk=i
leicht, dafs dadurch ein Ring entsteht (tatséchlich geniigt es dafiir, von K nur die Ringeigen-
schaft zu fordern). Ist ag # 0 in g(x), so heift d der Grad des Elementes oder Polynoms g;
Bezeichnung: deg(g) = d. Dem Nullelement oder Nullpolynom 0 + 0x + 022 + ... wird kein
Grad zugeordnet. Fundamental ist das

LEMMA. 1. Das Produkt zweier Polynome # 0 ist # 0.
2. deg(g1 - g2) = deg(g1) + deg(g2)

3. Zu wvorgegebenen Polynomen g und h # 0 existieren Polynome v,r mit

g=v-h+r,r=0oder deg(r) < deg(h).

Der Beweis von 1. und 2. niitzt von K nur die Nullteilerfreiheit aus, also die Eigenschaft
[a=0= a=0oder 3=0]8 der Beweis von 3. die Tatsache, da der héchste Koeffizient
von h, also der mit Index deg(h), in K invertierbar ist. Die Eigenschaft 3. wird auch als
Euklidischer Algorithmus bezeichnet.

Beschéftigt man sich mit Kérpern, Ringen oder Gruppen, so muff man immer auch Homo-
morphismen zwischen den jeweiligen Strukturen betrachten, weil deren Vielfalt einen guten

"7 heift Isomorphismus, wenn 7 # 0 und 7(atb) = 7(a)*7(b) fiir alle a,b € K gilt. Solche 7 sind wegen
T(aa™") = 7(1) = 1 automatisch injektiv.
®das ist nicht unbedingt in jedem Ring wahr — man denke etwa an Matrizenringe



Einblick in diese Strukturen vermittelt. Kin Homomorphismus ¢ ist eine Abbildung zwischen
zwei Korpern, zwei Ringen oder zwei Gruppen, der die jeweiligen Stukturen respektiert, i.e.,
¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) und (bzw.) ¢p(ab) = ¢(a)p(b). Der Homomorphismus ¢ heikt Epimor-
phismus, falls er surjektiv (auf), Monomorphismus, falls er injektiv (eineindeutig) ist und En-
domorphismus, falls Urbild- und Zielbereich iibereinstimmen. Ein injektiver und surjektiver,
also bijektiver, Endomorphismus wird Automorphismus genannt; bijektive Homomorphismen
heifsen Isomorphismen. Das alles ist analog zur Sprache der linearen Algebra — mit einem
Unterschied: wir reden auch schon von Isomorphismen 7 : L — F' zwischen Korpern L und
F', wenn wir nur injektive Homomorphismen meinen.

Beobachtungen :
¢(—a) = —p(a), ¢p(a™t) = ¢(a)~! fiir Homomorphismen ¢ (von Gruppen),
ist ¢ ein Isomorphismus (zwischen Gruppen oder Ringen), so auch die Umkehrabbildung

¢

DEFINITION. ¢ : R — S sei ein Homomorphismus zwischen Korpern, Ringen oder Gruppen.
Dann sei im (o) e {¢(r) : 7 € R} C S und ker(¢) o {reR:¢(r)=0}CR?.

Beides, das Bild im (¢) und der Kern ker(¢) von ¢ sind Unterstrukturen, also wieder Korper
(es sei denn ¢ = 0), Ringe bzw. Gruppen. Fiir den Kern gilt jedoch mehr.

LEMMA. 1. Ist R ein Kdorper, so ist ker(¢) =0 oder = R.

2. Ist R ein Ring, so ist ker(¢) ein Ideal a in R, also eine Teilmenge, die abgeschlossen
unter £ ist, die Null enthdlt und folgendes Gesetz erfillt:

aca&reR=—raca.

Wir notieren die Idealeigenschsft von a so: a < R.

3. Ist R eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe, so ist ker(¢) ein Normalteiler in
R, das ist eine Untergruppe mit der zusdtzlichen Eigenschaft

a € ker(¢) & r € R = r"ar € ker(¢).

Wir notieren die Normalteilereigenschsft von ker(¢) so: ker(¢) < G 19.
In jedem Fall gilt: ¢(z) = ¢(y) <= = —y € ker(¢) bzw. zy~! € ker(¢) .

Fiir Gruppen rufe man sich an dieser Stelle die Vorzeichenabbildung sign: S,, — {£1} mit
Kern A,, der alternierenden Gruppe, ins Gedichtnis.

Ideale a bei Ringen R, und Normalteiler N bei Gruppen G, fithren zu neuen Ringen R/a,
bzw. neuen Gruppen G/N. Namlich so: man vergrobert die Gleichheit in R (in G) zu

r=smoda €% r—sca baw. gzhmonggh_leN 1

?Sind R, S multiplikativ geschriebene Gruppen, so ist die letzte Gleichheit durch ker(¢) = {r € R: ¢(r) =
1} abzuéndern.

¥Die Untergruppeneigenschaft einer Teilmenge U einer Gruppe G wird dagegen so notiert: U < G'.

Hljes: kongruent ... modulo



und stellt fest, dak
ri=s;moda (i=1,2) = r1Tre =s17sy mod a

und, entsprechend,
g; = h; mod N = g192 = hi1he mod N

gilt. Die neue Gleichheit “=" ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen
wird mit R oder R/a, bzw. G oder G/N, bezeichnet und triigt aufgrund der obigen Eigen-
schaften auf natiirliche Weise eine Ring-, bzw. Gruppenstruktur. Und ¢ : R — R/a,r — T
(mit 7 als der Aquivalenzklasse von 7) ist ein Epimorphismus mit Kern a. Entsprechend fiir
Gruppen. Wir nennen dieses 1 die kanonische Abbildung von R auf R. Wieder sei hier an die
analoge Konstruktion bei Faktorrdumen von Vektorrdumen hingewiesen.

DEFINITION. Fine Teilmenge P von R (von G), in der je zwei Elemente inkongruent modulo a
(modulo N ) sind, und die zu jedem r € R (r € G) ein modulo a (modulo N ) kongruentes
Element enthdlt, heifit ein vollstindiges Reprisentantensystem modulo a (modulo N ).

Als Beispiel wéihle man etwa P = {0,1,2,...,n—1} fira=Z-n={zn:z € Z} <Z im Ring
Z der ganzen Zahlen.

SATZ 1. 1. ¢ : R — S sei ein Homomorphismus von Ringen mit Kern a. Dann faktorisiert

¢ durch R/a iiber 1:

nY R -, R/a 2 5 st dasselbe wie o

Hierbei ist ¢1(T) = ¢(r) ein durch ¢ allein bestimmter Monomorphismus.

2. ¢ : G — H sei ein Homomorphismus von Gruppen mit Kern N. Dann faktorisiert

¢ durch G/N iiber v:

0y G 2, G/N 2 H ist dasselbe wie ¢ .
Hierbei ist ¢1(g) = ¢(g) ein durch ¢ allein bestimmter Monomorphismus.

SATZ 2. 1. Ist a ein Ideal im Ring R und ¢ der zugehérige kanonische Epimorphismus
R — R/a, so entsprechen die Ideale b zwischen a und R eineindeutig denen, I, von
R/a:
b—{Y(r):reb}=1 , I—{reR:¢y(r)ecl}=0
ist eine umkehrbar eindeutige Korrespondenz mit R/b ~ R/I , [r mod b] — [F mod 1],
wenn b und I wie oben zusammengehdren.

2. Ist N ein Normalteiler der Gruppe G und ¢ der zugehdrige kanonische Epimorphis-
mus G — G/N, so entsprechen die Untergruppen U zwischen N und G eineindeutig
denen, V', von G/N :

U—{Y(g):geU}=V |, Vi{geG: (g eV}=U

ist eine umkehrbar eindeutige Korrespondenz, die Normalteiler in Normalteiler
iiberfiihrt und auferdem fiir solche G/U ~ G/V , [g mod U] — [g mod V| erfiillt,
wenn U und V wie oben zusammengehoren (und U also ein Normalteiler in G ist).



Wir werden spéter noch weitere Eigenschaften kennenlernen. Jetzt aber kehren wir erst einmal
zurlick zum Polynomring K [z] und interessieren uns fiir dessen Ideale. Dank des Euklidischen
Algorithmus haben wir

SATZ 3. Die Ideale a von R = K|[x] sind allesamt Hauptideale, d.h. von der Form Rg =

{rg : v € R}. Genauer: ist a # 0, so gilt a = Rg mit dem normierten Polynom g € a
von kleinstem Grad ‘2. Ist ¢ # 0, so gilt [Rg = Rg1u <= g = a - g1 mil einem
0 # a € K. Der Faktorring R/g o R/ Rg besitzt in den Polynomen vom Grad < deg(g)
ein vollstandiges Reprisentantensystem. Er ist nullteilerfrei, genau wenn g = 0 oder g
ein irreduzibles Polynom ist (also ein Polynom ohne Teiler vom Grad zwischen 1 und
deg(g)). Im letzteren Fall ist R/g ein Kérper.

In diesem Zusammenhang:

K|[z] ist ein ZPE-Ring '3, d.h. das jedes 0 # g € K|[x] bis auf Faktoren € K* (den kon-
stanten Polynomen # 0) eindeutig als Produkt von irreduziblen Polynomen darstellbar
ist. Die Einheiten in K[x], das sind die invertieren Elemente dieses Ringes, sind genau
die konstanten Polynome # 0. Schlieklich: Sind f, g € K|[z] teilerfremd zueinander, ha-
ben also nur konstante Polynome # 0 als gemeinsame Teiler, so existieren Polynome
s,t € Klz] mit sf +tg = 1.

Der Ring Z hat die gleiche Eigenschaft: alle Ideale sind Hauptideale; Z/m ist nullteilerfrei
<= m = 0 oder m = p, eine Primzahl; Z/p ist ein Korper (ndmlich =F),). Z ist ZPE;
die Einheiten in Z sind {£1}.

Der Polynomring Z[x] ist kein Hauptidealring (z.B. ist {3g + zh : g, h € Z[z]} ein Ideal,
aber kein Hauptideal). Aber Z[x] ist noch ZPE, wie wir gelegentlich sehen werden.

Ideale a eines Ringes R mit R/a nullteilerfrei heifen Primideale und die, fiir die R/a
sogar ein Kérper ist, sind genau die maximalen (bez. C) Ideale (# R) von R.

Fiir einen Erweiterungskorper L von K erhalten wir die natiirliche Inklusion K[z] C L[z]. Sei
nun a € L vorgegeben.

LEMMA. Die Abbildung K[z] — L, g(x) = Z?:o ozl — g(a) = Z?:o ajal ist ein Homo-

morphismus von Ringen.

Eine unmittelbare Folgerung daraus und dem Euklidischen Algorithmus ist

und

a € L ist Nullstelle von ¢g(z) € K[z] <= z —a | g(x) in L[z]

g(z) hat hochstens deg(g) verschiedene Nullstellen in L.

DEFINITION. Das Polynom f(x) € K|x| heifit separabel, wenn es keine mehrfache Nullstelle

in beliebigen Erweiterungskorpern L von K besitzt.

Y2normiert heifit, da der hochste Koeffizient =1 ist
137PE steht fiir eindeutige Primfaktorzerlegung



Nun kennen wir lingst nicht alle Erweiterungen L/K. Ein Separabilitdtstest fiir f kann aber
trotzdem durchgefiihrt werden.

LEMMA. f'(x) bezeichne die formale Ableitung von f(x), also f'(z) = Y71 jaja?™! wenn
flz) =37 a;jx?. Es gilt: f(z) ist separabel < geT(f,f')=1.

Dabei ist der grofte gemeinsame Teiler d zweier Polynome f, g so definiert :
d|f,d|g; gilt auch dy | f, dy | g fiir ein dy € K[z], so folgt dy | d.

Man beachte, daf damit der grofte gemeinsame Teiler nur bis auf Einheiten, also Elementen
aus K*, bestimmt ist ™.

FOLGERUNG. Irreduzible Polynome sind separabel, wenn char(K) = 0 oder wenn K ein end-
licher Kdrper ist.

Fiir endliches K mit Charakteristik p ist ndmlich
K—K,a—d

ein Automorphismus ' und daher jedes Polynom in 2 schon p-te Potenz eines Polynoms in
T.

Beispiel : Sei K = Fa(x) der rationale Funktionenkorper in der Variablen x iiber dem Koérper
Fy = Z/2. Dann ist f(X) = X2 — 2z € K[X] ein irreduzibles Polynom (in X), weil /= ¢ K.
Es ist inseparabel, weil es keine Vorzeichen in Charakteristik 2 gibt: +1 = —1.

Vielleicht ist das Ende dieses Kapitels ein guter Ort, wenigstens etwas dariiber zu sagen, was Algebra
ist und wo Algebra gebraucht wird.

Algebra ist zunédchst die Lehre von den algebraischen Strukturen, also von Mengen mit Strukturen,
die von + und/oder - herriihren, z.B. Gruppen, Ringe oder Korper. Die Strukturen miissen dabei nicht
unbedingt kommutativ sein. Besonders geht es dabei um das Studium von algebraischen Gleichungen,
d.h. von Gleichungen, in denen Parameter und Unbekannte durch die vier Grundrechenarten +, —, -, /
verkniipft sind. Einfachstes Beispiel sind Polynome in einer Variablen mit Koeffizienten aus einem
Koérper K. Gleichungen werden allerdings selten allein fiir sich betrachtet, sondern in aller Regel im
Zusammenhang mit den durch sie erzeugten Strukturen, wie etwa die algebraischen Korpererweite-
rungen L/K im Kontext der Nullstellen von Polynomen einer Variablen und mit Koeffizienten aus
K. Gruppen kommen dann automatisch mit in die Diskussion, indem man n&mlich Symmetrieeigen-
schaften der zu studierenden Objekten beobachtet, wie z.B. die moglichen Beziehungen der Wurzeln
eines irreduziblen Polynoms untereinander. Und Ringe bilden sozusagen die Biihne fiir alles: sie fiihren
zu Korpern durch Restklassenbildung; sie erlauben ein intensives Studium von Gruppen (Stichwort
Gruppenringe), indem deren Struktur gegen die bekannter Ringe (wie Z) oder Korper (wie C oder Fp)
ausgespielt wird (Darstellungstheorie).

Die Algebra zerfillt in viele Spezialgebiete — so ist die Gruppentheorie, die unter anderem eine Klassi-
fizierung aller moglichen endlichen Gruppen zum Ziel hat, ein eigenstindiges Teilgebiet der Algebra.

14 Analog zu einer Darstellung sf +tg = 1 der 1 im Falle zueinander teilerfremder Polynome f, g findet man
im allgemeinen Fall: 3s,t € K[z]: sf +tg =d = ggT(f,9g).
5denn :

1. (a+ b)? = a? 4 b” weil ein Binomialkoeffizient (’1’) fiir 0 < 4 < p durch p teilbar ist
2. a?=0=a=0

3. a > a” ist injektiv, also surjektiv, auf dem endlichen K



Bedeutende andere sind die Zahlentheorie, deren Basisdaten algebraische Gleichungen mit rationalen
oder gar ganzrationalen Koeffizienten sind, die algebraische Geometrie, in der geometrische Methoden
zur Behandlung von algebraischen Gleichungen herangezogen werden, die arithmetische Geometrie,
eine Kombination aus Zahlentheorie und algebraischer Geometrie, aus der {ibrigens die tiefsten zah-
lentheoretischen Resultate des letzten halben Jahrhunderts stammen (und dies wohl nicht zuletzt
deshalb, weil in ihr algebraische Objekte mit analytischen, etwa L-Reihen und deren spezielle Werte,
verglichen werden und es dabei zu ganz neuen Fragestellungen und Erkenntnissen kommt).

Da sich in der Mathematik das Arbeiten in und mit Strukturen bew#hrt hat, ist inzwischen Algebra ein
wichtiger Bestandteil der gesamten Mathematik. Sie ist dariiber hinaus wichtig fiir die Anwendungen
geworden. So haben aufgrund der Suche nach sicher arbeitenden Verschliisselungen etwa von Tele-
kommunikationsdaten zahlentheoretische Ergebnisse Bedeutung erlangt: ihr entstammen die besten
Algorithmen. Auch findet die Zahlentheorie Anwendung in der Schwingungslehre (Akustik). Gruppen-
theorie ist in der Physik im Zusammenhang mit der Beschreibung von Teilchenbewegungen niitzlich
und die Darstellungstheorie zum Beispiel fiir das Studium von Kristallen. Die Informatik baut gern
abstrakte, wohlverstandene Strukturen in ihre Designtheorien ein — nicht blof endliche Kérper oder
endliche Geometrien. Schon die wenigen hier aufgezihlten Beispiele legen nahe, dafs die Bedeutung der
Algebra und ihrer Spezialgebiete fiir die Anwendungen in der Zukunft wohl weiter anwachsen wird. '6

3. Galoistheorie

In diesem Kapitel ist ein Grundkérper K fixiert.

DEFINITION. 1. Ist L/K eine Korpererweiterung und 3 € L ein tiber K algebraisches Ele-
ment, so sei fg(x) € K[z| das normierte Polynom kleinsten Grades in K[zx| mit
Nullstelle B. Es wird das Minimalpolynom von 3 (iber K) genannt.

2. Wir nennen ein Element 8 € L separabel iiber K, wenn es algebraisch iber K mit
separablem Minimalpolynom ist. L heifit algebraisch (bzw. separabel) iber K, wenn
jedes Element aus L algebraisch (bzw. separabel) iber K ist.

LEMMA. 1. fg ist irreduzibel und teilt jedes Polynom g(x) € K[x| mit Nullstelle (3.

2. Sind K C Ly C L Korper und ist L/K algebraisch, so auch L/Ly und L1/K. Sind
Li/K und L/Ly algebraisch, so auch L/K.

3. Ist L/K eine Korpererweiterung, so sind Summen, Differenzen, Produkte, Quoti-
enten von tber K algebraischen Elementen aus L algebraisch tiber K.

Erinnerung: Ist f(z) € K[z] mit deg(f) > 0 vorgegeben, so kénnen wir wie folgt einen
Erweiterungskorper L von K konstruieren, der von einer Wurzel (Nullstelle) von f iiber K
erzeugt ist. Sei p(z) ein (normierter) irreduzibler Teiler von f (insbesondere ist deg(p) > 0).
Jede Wurzel von p ist auch Wurzel von f. Bilde K[x]/p(z). Dies ist ein Korper L, in dem wir
K als Teilkorper iiber den Monomorphismus K — Klz| — Klz|/p(z) = L auffassen. Offenbar
ist p(Z) = 0in L, wenn T das Bild von x in L ist, und also hat p, und damit f, eine Wurzel in
L. Durch Tteration erhalten wir so Korper F//K, in denen alle Wurzeln von f liegen, so dafs
also f(x) in F[z] vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt.

Im folgenden sei f(z) € K[z] irreduzibel und normiert '”. Zu f bilden wir wie oben L: also
L = K(w) mit f(w) = 0. Des weiteren wihlen wir irgendeine Korpererweiterung F'/L, die alle

Vergleiche z.B. Niederreiter/Xing, Rational points on curves over finite fields: theory and applications,
LMS Lecture Note Series 285 (2001); Schroeder, Number theory in science and communication, Springer
(1986); Brown/Biilow/Neubiiser/Wondratschek/Zassenhaus, Crystallographic groups of 4-dimensional space,
Wiley (1978)

7die Normiertheit ist tatsichlich keine Einschrinkung



Waurzeln von f enthalte. Dann existieren K-Isomorphismen o : L — F, also Monomorphismen
mit o(a) = a (Va € K): denn ist @ eine Wurzel von f in F, so definiere einfach o(w) =
@, o(a) = a. Das o stiftet einen Isomorphismus L = K(w) ~ K(©) C F . Wieviele solche
o gibt es? Wegen f(o(w)) = 0, genauso viele, wie f verschiedene Wurzeln (in F') hat, also
hochstens deg(f) viele und = deg(f) viele, nur wenn f separabel ist. Man beachte in dem
Zusammenhang, daf die Vielfachheit v einer Wurzel w von f nicht von F abhéngt :

K(w) CF & f(z) = (z —w)’g(z) € K(w)[z], g(w) #0.

Nun sei L/K eine Korpererweiterung von endlichem Grad [L : K] = n < oo. Dann gibt es
Elemente wy,...,wy in L mit L = K(w1,...,w,) = K(w1)(wa,...,wy). Es seien fi(z) € K|x]
die Minimalpolynome der w;. Schlieflich sei F'/L eine Korpererweiterung, die alle Wurzeln
aller f; enthalte.

DEFINITION. I[(L/K) = Ip(L/K) ={0c : L — F : 0(a) = a (Yo € K)} heifit die Isomor-
phismenmenge von L/ K (beziiglich F).
LEMMA. 1. Ist Ly ein Zwischenkorper in L/K, also K C L1 C L, so lift sich jedes o1 €
I(L1/K) zu einem o € I(L/K) fortsetzen, d.h. 30 € I(L/K) : 0|1, = 01.
2. I(L/K) hat hochstens [L : K] viele Elemente und genau = [L : K| wviele, wenn
L/K separabel ist. Diese Aussage ist unabhdngig von der speziellen Wahl von F.

Eine wichtige Folgerung ist diese

FOLGERUNG. Sind (31,0 # P2 € L separabel iber K, so auch 10 [ mit o =+, —, -, /. In der
Situation K C Ly C L gilt: Ist L/K separabel, so auch L1/K; sind Li/K und L/L;
separabel, so auch L/K.

DEFINITION. Die endliche Korpererweiterung L/ K heifst galoissch, wenn sie separabel ist und
wenn o(L) = L fir alle o € I(L/K) gilt. In diesem Fall ist I(L/K) eine Gruppe der
Ordnung [L : K| '?, die mit Gk bezeichnet wird.

Dem néchsten Satz, dem sogenannten Hauptsatz der Galoistheorie, der allerdings erst durch
seine vielen Folgerungen richtig lebendig werden wird, stellen wir noch ein technisches, aber
sehr niitzliches Lemma voran.

LEMMA. (Artin) Ist L/K endlich, so sind die Elemente T € I(L/K) linear unabhingig
dber ', d.h. 3 crn/k)¥-7(A) = 0 fiir alle A\ € L und gewisse Koeffizienten v, € F
impliziert, daf diese v, alle = 0 sind.

SATZ 4. L/K sei galoissch mit Gruppe G = G k. Die Zwischenkérper Z, K C Z C L,
entsprechen eineindeutig den Untergruppen U von G, ndmlich

ZoU <<= U={reG:17(2)=2(Vze2)},Z={ eL:7(\) =X (VreU)}.

Insbesondere ist L galoissch iiber jedem Z und das zugehorige U ist = G 7. Hinwie-
derum ist Z genau dann galoissch iiber K, wenn U = G,z ein Normalteiler in G ist;
es gilt dann Gz ~ G/Gp,z (kanonisch). Und :

71 C 7y <— GL/Z1 D GL/22

Grizmnz, =WU <G:UDGrz,Grz,}
UinUs gehort zu ((Z: K CZCL, ZD>Zy,Z} .

1841 ~ % ist kurz fiir: es gibt einen (surjektiven) Isomorphismus zwischen den Strukturen 1, *2

9die Ordnung |G| einer Gruppe G ist die Anzahl der Elenente in G
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Beachte, dak Satz 4 das i. allg. unendliche Datum L/K durch das endliche Datum G,/
beschreibt.

FOLGERUNG. 1. Ist L/K separabel 2° | so existiert ein X € L mit L = K()\) (“Satz vom
primitiven Element”). Des weiteren: Es gibt eine bis auf K-Isomorphie eindeutig
bestimmte galoissche Erweiterung l?/K, die L enthdlt und die in jeder galoisschen
Erweiterung L' /K mit L C L' enthalten ist; sie heifit die galoissche Hiille von L
dber K.

2. Ist L/K galoissch, so existiert ein A € L so, daf {T(\) : 7 € Gk} eine K-Basis
von L ist (“Satz von der Normalbasis”) .

3. L/K galoissch <= L ist von den Wurzeln eines separablen Polynoms f(x) € K|z]
erzeugt und enthalt alle Wurzeln von f(z).

4. Ist L ein Korper und G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L, so ist
L galoissch mit Gruppe G tiber

K=LY{\eL:r(0\)=\(Vred))}.

DEFINITION. Ist L/K eine endliche Kdrpererweiterung und f(x) € K[z] so, daff f(z) =
[Tt (z —wi) mitw; € L und L = K(wi,...,wy) gilt, so heifft L Zerfallungskorper von
f(x) diber K.

Beachte, dafs dieser bis auf K-Isomorphie eindeutig durch K und f bestimmt ist. Galoissche
Erweiterungen L/ K sind also genau die Zerfillungskérper der separablen Polynome aus K|z].
Und: ist L/K separabel und etwa L = K ()), so ist (die galoissche Hiille von L iiber K) L der
Zerfallungskérper von fy(z) € K[z]. Die Galoisgruppe G; /K besteht aus Permutationen der
Wurzeln von fy und ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sg mit

d = deg(fx)-

Im folgenden seien L1, Ly zwei Erweiterungskorper von K von endlichem Grad, beide enthal-
ten in einem Ko6rper K. Lj Ly bezeichne den kleinsten in K gelegenen Korper, der Ly und Lo
enthélt.

LEMMA. 1. Ist L1/K separabel und gilt Ly = K(\1), so
ist L1 Lo/ Ly auch separabel und LiLo = La(A1).

2. (Translationssatz) Ist L1 galoissch iber K mit
Gruppe G1, so ist L1 Lo/ Lo galoissch iiber Ly und
GriLy/1o =~ GLy/1inL,- Der Isomorphismus wird
von LyiLo

L
GLlLQ/LQBU’_)O-lLleGLl/K !
vermittelt. Ly
. . .. . LiN Ly
3. Sind Ly und Lo galoissch iiber K mit Gruppen I

G1 bzw. Ga, so ist auch LiLo galoissch tiber K
und Gp,1,/k st (liber die natirlichen Restrikti-
onsabbildungen) kanonisch isomorph zu einer Un-
tergruppe von G1 X Ga.

*OErinnerung: wir betrachten nur endlichen Grad [L : K].
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FOLGERUNG. Unter der Voraussetzung 2. des obigen Lemmas gilt [L1Lo : Lg]‘[Ll K.

Dies ist ohne 2. i.allg. allerdings falsch: K = Q, Ly = Q(v/2) C R, Ly = Q(«) mit einer
nichtreellen Wurzel a von 2% — 2; also [L1Lg : Lo] =213 =[L; : Q].

Wir fahren mit der Definition zweier Abbidungen zu einer endlichen Korpererweiterung L/ K
fort, der Spur und der Norm, welche sich im folgenden oft als wertvolle Werkzeuge erweisen
werden und die im galoisschen Fall besonders leicht zu beschreiben sind.

DEFINITION. L/K sei eine endliche Kérpererweiterung und X € L. Die von A vermittelte
K-lineare Abbildung L — L, a — Aa, heiffle my. Es sei

Sp(A) = Spy, i (A) = Spur der Abbildung my
N(A) = Np/k(A) = Determinante der Abbildung my .

LEMMA. 1. Spp kL — K ist eine Linearform.

2. Npyg(A\) =0 <= A=0; N /(\) = MEE] fir N e K
Np/k : L™ — K ist multiplikativ.

3. Ist Ly ein Zwischenkorper in L/ K, so gilt
Spr/k =SPry/k ©SPr/r, Nk =NpykoNpp, -
4. Spr/x st genau dann die Nullabbildung, wenn L inseparabel iiber K ist.

Die letzte Behauptung resultiert dabei so: Ist M/K die grokte separable Teilerweiterung in
L/K (i.e., M ist die Menge aller iiber K separablen Elemente von L), so gilt im Falle L # M,
daf char(K) = p # 0 und [L : M] eine p-Potenz ist. Ist aber L/K separabel, so kann Artins
Lemma zusammen mit Spy g (A) = >scr(r/k) 0(A) angewandt werden 21

FOLGERUNG. a. Ist L/K galoissch mit Gruppe G = Gk, so gilt

SpL/x(N) =D o), Npyg(N) = [[ (V) (vAe L).

oeG oeG
b. Ist L/K separabel, so definiert
LxL— K, ()\1,)\2) — Sp()\l)\g)

eine nichtausgeartete K-Bilinearform auf L, die Gp i-invariant im Falle einer
galoisschen Erweilerung L/K ist: (o0(M1),0(A2)) = (A1, A2) (Vo € Gpk)-

Der algebraische Abschluft K¢ eines Kérpers K :

SATZ 5. Zu K existiert ein bis auf K-Isomorphie endeutig bestimmter Korper K¢ O K, der
uber K algebraisch ist und iber dem jedes Polynom € K€[x] vollstandig zerfallt. K°
heifit der algebraische Abschlufl von K.

*lanalog N/ x()) = HGEI(L/K) o(})
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Das einfachste Beispiel ist K = R, K¢ = C — obwohl wir tatséchlich noch gar nicht wissen,
dak C algebraisch abgeschlossen ist, dak also jedes Polynom € Clz]| iiber C vollsténdig zerfillt.
Mit K€ 14kt sich I(L/K) eleganter so schreiben: I(L/K) ={o|oc:L — K¢, o(a) =a (Va €
Der Beweis des Satzes benutzt ein Axiom, das sogenannte LEMMA VON ZORN , das hier zwar
formuliert, dessen Zusammenhang mit anderen Axiomen aus der Mengenlehre, wie etwa dem
Auswahlaxiom, aber nicht diskutiert werden soll (vgl. dazu etwa H. Kneser, Math. Z. 53
(1950), 110).

Es sei M eine nichtleere Menge. M heifst teilweise geordnet, wenn es eine Relation < zwischen
gewissen (nicht notwendig allen) Elementen von M gibt, die folgendes erfiillt:

Tn1§7TI2&m2§m1:>m1:TTl2
my <mg & mg <mg = m3 <mz

(Ein Beispiel ist M = N\ {3/ : j > 2} mit m1; < ma <= my | ma.) Sie heift vollstindig
geordnet, wenn noch fiir je zwei Elemente mi,mo € M gilt: m; < mo oder mgy < mjy.
Ein maximales Element in der teilweise geordneten Menge M ist ein Element mg € M mit
[mp < m; € M = mo = my] (im Beispiel etwa mo = 3). Eine Kette in M ist eine in
der Teilordnung von M vollstédndig geordnete nichtleere Teilmenge N von M (wie im obigen
Beispiel die Teilmenge No = {2! : i = 0,1,2,...}). Das Zornsche Lemma besagt nun: Ist
M # 0 teilweise geordnet und besitzt jede Kette N in M eine obere Schranke in M (d.h.
dnme M:n<m (¥Yn e N)), so gibt es mazimale Elemente in M. (Hatten wir im Beispiel N
statt N\ {37 : j > 2} genommen, so gibe es da kein einziges maximales Element. Allerdings
geniigt auch N\ {37 : j > 2} nicht der Zornschen Bedingung: N2 besitzt keine obere Schranke.)

Warnung: mit zu sorglosem Umgang mit dem Zornschen Lemma kann aller moglicher Un-
sinn erreicht werden. Wichtig ist, dafs, erstens, M eine wohldefinierte Menge und, zweitens,
M nichtleer ist. Zum Beispiel gibt es nicht die Menge aller Mengen, noch die Menge aller
algebraischen Erweiterungskérper von K, etc.

Die Standardanwendung betrifft eine Menge M, deren Elemente Teilmengen A einer vorge-
benen Menge 9 sind und deren Teilordnung durch A; < Ay < A; C Aj gegeben ist. Als
obere Schranke einer Kette N = {A} versucht man das Element |Jcy A, das natiirlich eine
Teilmenge von 9 ist, aber vielleicht nicht unbedingt in M liegt.

Wir schliefen das Kapitel mit der Realisierung der symmetrischen Gruppe S, (der Permuta-
tionsgruppe auf n Elementen 22) als Galoisgruppe einer Erweiterung L/K.

k sei ein Korper und L = k(zy1, 2, -, x,) der Korper aller rationalen Funktionen in den
unabhingigen Unbestimmten x4, - - -, x, und mit Koeffiozienten aus k (L entsteht also aus k
durch sukzessive Adjunktion von transzendenten Elementen x; (1 <i <mn)). Auf L bewirken
die Permutationen der z; Koérperautomorphismen und dadurch wird die S, zu einer Gruppe
von Automorphismen von L. Ist K der Fixkorper, so ist also L/ K eine galoissche Erweiterung
mit Gruppe G(L/K) = 5,,.

DEFINITION.

Up1=— ) @i, Gno =Y Tilj, .-, ap = (—=1)" [[
5 i

i<j

sind die elementar-symmetrischen Funktionen in den x;.

*2yergleiche den Anfang des nichsten Kapitels
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Die sind alle sicher in K, mithin k(ag, a1, -+, an—1) C K und

n

X"+ an 1 X"+ dag € k(ag, -+ an—1)[X],  f(X) =]](X — =) in L[X].
=1

def

f(X) =

Das Polynom f(X) ist separabel und hat iiber k(ag, -+, an—1) den Zerfallungskorper
k(CLQ, e 7an—1)($17 T ,Jjn) - k(.’]ﬂ'l, e 7$n) =1L.

Insbesondere kann die zugehorige Galoisgruppe G(L/k(ag, -+, an—1)) als Untergruppe der Sy,
angesehen werden. Es resultiert (aus Gradgriinden) K = k(ag, -, ap—1) .

Géabe es eine algebraische Relation zwischen den a; (0 < j < n — 1), also ein von Null
verschiedenes Polynom in n Unbestimmten mit Nullstelle (ag, - --,an—1), so gidbe es auch ein
solches mit Nullstelle (z1,---,xy), ein Widerspruch. So erscheint auch K als Korper aller
rationalen Funktionen in n Unbestimmten (den ag,---,an—1) und mit Koeffizienten aus k.
Das Polynom f(X) ist iibrigens irreduzibel in K[X], weil es zu je zwei Wurzeln z;,, x;, ein
7 € Sy mit w(x;,) = @i, gibt.

FOLGERUNG. Die symmetrischen rationalen Funktionen in den x; sind rationale Funktionen
in den elementar-symmetrischen Funktionen a;.

Die Koeffizienten sind dabei natiirlich immer im Grundkérper k. Tatsdchlich kann man in
der Folgerung 'rationale Funktionen’ durch "Polynome’ ersetzen, vgl. etwa [van der Waerden,
§33].

4. GRUPPENTHEORIE UND ANWENDUNGEN IN DER GALOISTHEORIE

Wir beginnen mit einem wichtigen Beispiel, der symmetrischen Gruppe S,.

Zu 1l < n € N betrachte man alle Permutationen einer n-elementigen Menge M, also alle
Bijektionen 7 von M auf sich (ohne Einschréinkung kann man fiir M die Menge {1,2,---,n}
nehmen). Diese bilden {iber die Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die sogenannte sym-
metrische Gruppe S, auf n Elementen (das Einselement ist die identische Abbildung von M
auf sich; 77! ist die Umkehrabbildung von 7). Besondere Permutationen sind die k-Zykeln
ocesS,:

hier sind 2 < k < n und eine k-elementige Teilmenge {41, -, it} von M vorgege-
ben; der dazu gehorige k-Zykel o ist dann wie folgt definiert: ist j € M\{i1,--,ix},
so sei 0(j) = 7, des weiteren sei 0(i1) = 42, 0(i2) =143, ..., 0(ik—1) = ik, o(ix) =
11 .

Die Notation fiir ein solches o ist auch o = (i1 ...4). Ein 2-Zykel heifst Transposition; ein
allgemeiner unsperzifizierter Zykel ist ein k-Zykel fiir ein 2 < k < n.

Beobachtungen :

1. Ist G eine endliche Gruppe mit n Elementen. so liefert G 3 x — m, € S, , m:(y) =
xy (Vy € G =: M) einen Gruppenmonomorphismus von G in die S,,. M.a.W.: Bis auf
Isomorphie sind die Untergruppen der symmetrischen Gruppen S,,n = 1,2,---, die
sdmtlichen endlichen Gruppen.

2. S, hat n! Elemente; .S, ist fiir n > 3 nicht kommutativ.
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3. k ist die kleinste natiirliche Zahl > 0 mit (iy ...i)* = 1.

4. Jedes 1 # 7 € S, ist eindeutig als Produkt von disjunkten ?* Zykeln darstellbar; die
Faktoren vertauschen.

5. Jedes m € S, ist ein Produkt von Transpositionen.
6. Es gilt

(a) ist m € S, und (i1 ...1%) € Sy, ein k-Zykel, so ist w(iq...i5)7 L = (7(i1) ... 7(ig))

(b) 71,7 € Sy \{1} sind konjugiert in der S, (i.e., es gibt ein 7 € S,, mit 77 77 = m2)
genau wenn die Zykelzerlegungen von 71 und 7 (geméf 4.) dieselben Zykellingen
aufweisen.

7. Die Abbildung sgn : S, — {£1}, definiert durch

I[I G-i=sen(m [ &=G)-=0)),

1<i<j<n 1<i<j<n

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf die 2-elementige Gruppe {£1}. Thr
Kern A,, = {m € S, : sgn(w) = 1} heift die alternierende Gruppe auf n Elementen. Es

gilt

(a) sgn((i1 .. i) = (~=1)**

(b) A, < S,

(c) A, hat n!/2 Elemente

(d) A, ist fiir n > 3 von den 3-Zykeln erzeugt (d.h. jedes m € A,, ist ein Produkt von

3-Zykeln).

Eine kleine galoistheoretische Anwendung ist diese: L sei der Zerfallungskérper des normier-
ten separablen Polynoms f(x) € K[z] vom Grad n. Dann kann G(L/K) kanonisch als eine
Untergruppe der S,, aufgefafst werden (Permutationen der Wurzeln wy, - - -, w,, von f). Es gilt

G(L/K) ist genau dann sogar Untergruppe der A, wenn die Diskriminante
n 2
« (—1)(2) Lz (wi —wj) = (HK]-(wi - wj)> ein Quadrat in K ist.

dy =
Man beachte, dals dy invariant unter der Wirkung der S, ist, also unter der von G(L/K)
festbleibt, und folglich in K liegt. Eine Wurzel ist [[;;(w; — wj;), aber die ist nur unter der

Wirkung von A,, invariant. Aus den fritheren Uberlegungen zu symmetrischen Funktionen
resultiert, daf dy ein Polynom in den Koeffizienten von f(z) ist, z.B. fiir f(z) = 2? + az +b
ist df = a® — 4b und fiir f(z) = 2® +bx + ¢ ist dy = —4b> — 27¢? (letzteres ist etwas mithsam
auszurechnen).

Weitere Beispiele endlicher Gruppen :

1. Zyklische Gruppen sind Gruppen, deren Elemente genau die Potenzen eines einzigen
Elementes a € G sind,

G=/{a)={d:jez}={1,a,d%...,a" '},

#die Zykeln (i1 ...4x) und (j1...4;) heifien disjunkt, wenn die Teilmengen {i1,---,ix} und {j1,---,5} von
M leeren Durchschnitt haben
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beachte: da G endlich ist, existiert ein 1 <n € N mit a” =1, d Z1firl <i<n-1.
Offenbar gilt G ~ Z/n, / +— j mod n , insbesondere also |G| = n. Dieses n wird die
Ordnung von a (bzw. von G) genannt; Notation n = |a| (oder n = |G|). Des weiteren
(a) a®* =1 <= n|s
— [,k _ 1. i _ n
(¢) Unter- und Faktorgruppen von G sind wieder zyklisch. Zu jedem Teiler d von
n = |G| gibt es sowohl genau eine Untergruppe U als auch eine Faktorgruppe G
der Ordnung d.

2. Abelsche Gruppen sind Gruppen G mit ab = ba (Va,b € G).

(a) Zyklische Gruppen sind abelsch. Untergruppen abelscher Gruppen sind Normal-
teiler.

(b) Unter- und Faktorguppen abelscher Gruppen sind ebenfalls abelsch.
(¢) Zu jedem Teiler d von |G| existiert eine Untergruppe der Ordnung d.

3. p-Gruppen sind Gruppen G mit |G| = p-Potenz (p ist immer eine Primzahl).

Beispiel: Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so ist G def {z € G : |z| = p-Potenz}
eine p-Untergruppe von G.

4. Das direkte Produkt endlicher vieler Gruppen G;, 1 <1¢ < m, ist so erklirt
G=Gy X - XGp={(a1,...,an) : a; € G;}
mit komponentenweiser Multiplikation. Es gilt
(a) Sind alle G; abelsch, so auch G.
m
(b) |G =TI |Gl
=1
(c) Gy — G,a;— a def (1,...,1,a41,...,1) ist ein Monomorphismus mit Bild G; <
G ; die G; sind elementweise vertauschbar: a;a; = a;a; fir i # j; G =[[; G; . **

(d) Sind alle G; zyklisch, so ist G zyklisch genau wenn die Ordnungen |G;| paarweise
teilerfremd zueinander sind.

(e) Ist G abelsch und |G| = pi" - - pI" mit verschiedenen Primzahlen p; (1 <i <),
so gilt (kanonisch)

G~Gp x---xGp und |G,|=p/".

LEMMA. Ist U < G, so gilt |U] ‘ |G| .
FOLGERUNG. Jedes a € G erfillt al®l = 1.

DEFINITION. Ist U < G, so heifst |G : U] = |G|/|U| der Index von U in G.

Beachte

21n diesem Zusammenhang: Sind Uy, Uz Untergruppen von G, so ist UiUs = {ujus : uy € Uy, us € Uz}
i.allg. keine Untergruppe; ist aber eine der beiden Untergruppen ein Normalteiler, so gilt UiUs < G.
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G : U] = |G/U]| fiir Normalteiler U < G

[G : U] ist die Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen aU = {au: v € U} C G in
G und auch die der verschiedenen Rechtsnebenklassen Ua = {ua : u € U} C G. Zwei

Links (Rechts) nebenklassen sind entweder gleich oder haben leeren Durchschnitt. Nur
fir U < G gilt Ua = aU (Va € G).

Anwendung: Endliche Kérper

Ist K ein endlicher Korper, so ist |K| = ¢ eine Potenz von p = char(K). Die multiplikative
Gruppe K> hat ¢—1 Elemente und folglich gilt [a € K, a # 0 = a9~! = 1]und a? = a (Va €
K). Ist jetzt (und im folgenden) L/K eine Korpererweiterung vom Grad n, so ist |L| = ¢"
und jedes A € L Wurzel des separablen Polynoms 24" — z € Fy[z] C K|x]; insbesondere ist L
der Zerfillungskorper von 9" — x iiber K. Daraus folgt zweierlei :

1. Zu jeder Primzahlpotenz p™ gibt es genau einen Korper mit p™ Elementen. Diesen
bezeichnen wir fortan mit Fpm; es gilt:
a. Fym ist der Zerfillungskérper von 2P — x € Fp[x].

b. Fym CFpr <= m|k.

2. L ist galoissch iiber K mit zyklischer Galoisgruppe
GL/K = {17 PL/K> @%/K? R sz_[l(
mit dem Erzeugenden ¢, /x(A) = A (A € L, q = |K]|). ¢,k heikt der Frobeniusauto-
morphismus von L/ K.

Es ist nun leicht zu sehen, daf es eine Normalbasis (und insbesondere ein primitives Element)
in L gibt. Wegen Artins Lemma ist 2™ — 1 das Minimalpolynom des K-linearen Endomor-
phismus ¢y des K-Vektorraums L. Die Jordan Normalform von ¢y ist deshalb

00 ... 01
1 0 ...0 0
00 ... 10

und mit dieser Basiswahl ist der erste Basisvektor Erzeuger einer Normalbasis (und auch ein
primitives Element).

Schreibe |[K*| = ¢ — 1 = [[; p;"* als Produkt von Primzahlpotenzen und zerlege G = K*

7

in das Produkt der p;-Untergruppen Gp, der Ordnung p;"'. Die Elemente in Gy, 15sen alle

die Gleichung 2P =1 und, wire G, nicht zyklisch, sogar xp:nl_l = 1. Die letzte Gleichung
besitzt aber hochstens pzmif1 viele Wurzeln und also hatte K™ weniger als ¢ — 1 Elemente.
Folglich sind die G), alle zyklisch und daher auch K. — Genauso zeigt man, daf jede endliche
Untergruppe der multiplikativen Gruppe K eines beliebigen Korpers K zyklisch ist.

Zwei diesen Exkurs abschliefsende Bemerkungen :

1. Fiir jede ganze Zahl z gilt 2P = z mod p (bei vorgegebener Primzahl p). Diese Kon-
gruenz wird oft auch als kleiner Fermatscher Satz bezeichnet.
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2. F) ist zyklisch, also existiert eine ganze Zahl w % 0 mod p mit {1, w,w?, -, wP2} =
I, . Ein solches w heift eine Primitivwurzel modulo p . Es gibt keine direkte Formel, wie
pl2 3 5 7

ein w aus p abzuleiten wire. Erste Beispiele " ‘ 1 1 23 23

Zuriick zur Gruppentheorie: Abelsche Gruppen; spezielle Untergruppen

SATZ. Ist G abelsch, so ist G als direktes Produkt von zyklischen Untergruppen Z;, 1 < i <r,
mit | Z;| ‘ |Zit1 darstellbar. Die Zahlen r,|Z;| sind durch G eindeutig bestimmi.

Dies ist der Satz von der Existenz und Eindeutigkeit der sogenannten Elementarteiler |Z;|
einer abelschen Gruppe G. Er ist verwandt mit dem Satz tiber Jordanformen von Matrizen
A € Kpxn ?°. Das Hauptargument im Beweis ist: In einer abelschen p-Gruppe G sei a ein
Element grokter Ordnung. Des weiteren sei b € G/{a) ein Element in der Faktorgruppe von
G nach (a). Dann existiert ein Urbild b € G von b mit |b| = |b].

DEFINITION.  a. Ist G eine endliche Gruppe und ist, fir eine Primzahl p, p" die grifite
in |G| aufgehende p-Potenz, so heifit jede Untergruppe P < G mit |P| = p" eine
p-Sylowuntergruppe von G.

b. Zwei Untergruppen U,V wvon G heifien konjugiert (in G), wenn es ein g € G mit
U=vs¥ g Wg={gvg:veV}

gibt. Beachte, dafi dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen
von G definiert.

c. Das Zentrum einer Gruppe ist definiert als
Z(G)={2€G:2g=92 Vg€ G)},
die Kommutatorgruppe von G als
G (ghg™'h™l g, h e G).

Dabei bezeichnet (g1,...,gs) die kleinste Untergruppe von G, die alle g; € G, 1 <
i < s enthalt (oder die, wie man auch sagt, von den g; erzeugt ist).

Satz. 1. FirV < G und N<G sind VN/N und V/VNN diber vn mod N — v mod VNN ,
isomorph.

2. G < G; G/G st abelsch; G' ist in allen Normalteilern N von G mit abelscher
Faktorgruppe G /N enthalten. Gilt G' < U < G, so ist U < G und G/U abelsch.

3. Zentrum und Kommutatorgruppe sind charakteristische Untergruppen von G, d.h.

o(Z(G))=Z(GQ), o(G") =G fiir jeden Automorphismus o von G.

*Der Zusammenhang ist der: Dem Ring der ganzen Zahlen (denen die Ordnungen der Gruppe und ihrer
Elemente angehéren) entspricht der Polynomring K[z] (wie Z ein Euklidischer Ring), der abelschen Gruppe
G der Vektorraum V = K™ und der Ordnung |G| das Minimalpolynom von A, den Gruppenelementen g € G
und ihren Ordnungen |g| die Vektoren v € V sowie jeweils das normierte Polynom m,(z) kleinsten Grades
mit m,(A)-v=0.
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4. Die Anzahl der p-Sylowuntergruppen P in G ist =1 mod p (insbesondere also > 1)
sowie ein Teiler von |G|/|P)|.

5. Je zwei p-Sylowuntergruppen von G sind in G konjugiert.

6. Das Zentrum einer p-Gruppe # 1 schneidet jeden Normalteiler # 1 nichttrivial und
ist insbesondere selbst # 1.

7. Gilt p™ ’ |G|, so besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p™.

8. Gruppen G mit |G| ‘pQ sind abelsch.

9. Untergruppen vom Index p in p-Gruppen sind normal.

Grundprinzip der Beweise fiir 4.-7. ist dieses:

M sei eine endliche Menge, auf der die Gruppe G wirke, d.h. es gebe eine Abbildung
GxM— M, (g.m)—gm mit Ilm=m,gi(gam) = (g192)m.

Die G-Wirkung prigt M eine Aquivalenzrelation durch [mj ~my <= Jg € G : gmy = ms]
auf. Definiere die Standuntergruppe oder den Stabilisator von mo € M durch Gp,, = {g € G :
gmo = mo} und die Aquivalenzklasse oder Bahn von mg durch B, = {gmo : g € G}.
Dann ist Gy, < G und |Bp,,| = [G : G | |G|. Zwei verschiedene Bahnen haben kein
Element gemeinsam, also |M| = > |By,|, wenn {m} ein vollstdndiges Vertretersystem aller
Aquivalenzklassen in M durchliuft.

Punkt 8. des Satzes ist Folge der allgemeineren Beobachtung: Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G
abelsch. Nun verwende noch 6.; auch 8. folgt {iber Induktion aus 6.

Die Aussagen 1.-3. sind offenkundig. Man beachte noch zu 3., dafs charakteristische Un-

tergruppen stets normal sind, wie aus Anwendung der speziellen inneren Automorphismen

og:x— Y def g lzg, (z € G) fiir g € G folgt (0, heift die Konjugation mit g).

Anwendung auf Kérper:
SATZ. Der Kérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Betrachte dazu irgendeine nichttriviale galoissche Erweiterung L/R. Die Gruppe sei G und
P sei eine 2-Sylowuntergruppe mit Fixkorper Z. Dann ist Z = R(«) und das Minimalpoly-
nom von « iiber R hat ungeraden Grad. Aber jedes solche Polynom hat eine Nullstelle in R
(Zwischenwertsatz), also ist [Z : R] = 1 und G eine Gruppe der Ordnung 2". Ist n = 1, so ist
L = C. Eine Untergruppe der Ordnung 2"~ ! gehért im anderen Fall zum Fixkérper C. Aber
C besitzt keine quadratische Erweiterung, also ist wieder L = C.

Und wieder weiter mit Gruppentheorie: Zerfallende, nilpotente und auflésbare Gruppen

DEFINITION. 1. G heifit nilpotent, wenn jede Sylowuntergruppe normal in G ist.
2. G heifit auflosbar, wenn es eine Kette

G:GOZG12G2Z--~ZGTZGT+1:1
von Untergruppen G; mit G < Git1 fir 0 < i <r gibt.

3. G heifit einfach, wenn {1} und G die einzigen Normalteiler in G sind.
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Beispiele nilpotenter Gruppen sind p-Gruppen; jede nilpotente Gruppe ist auflésbar; die einfa-
chen abelschen Gruppen sind genau die zyklischen Gruppen von Primzahlordnung. Auflosbare
Gruppen sind i.allg. nicht nilpotent (Beispiel S3).

SATZ. 1. Genau dann ist G nilpotent, wenn G direktes Produkt von p-Gruppen ist.
2. SeiU <G und N <G . Dann gilt

a. G nilpotent (bzw. auflésbar) = U und G/N nilpotent (bzw. auflosbar)
b. N und G/N auflosbar < G auflosbar.

3. G auflosbar <= F Kette G =Gy >G1>...>Gs > Ggr1 =1 mit
Gj+1 <G & G;j/Gj41 ist zyklisch von Primzahlordnung (0 < j <'s).

SATZ. (Schur-Zassenhaus) N sei ein Normalteiler von G mit ggT(|N|,[G : N]) = 1. Dann
zerfallt G diber N, d.h. 3U < G:G=NU,NNU=1.

Uber die méglichen Komplemente U von N lassen sich im Falle, dak N oder G/N auflssbar
ist, weitere Aussagen machen: sie sind alle konjugiert 26. Der behauptete Zerfall ist unter
anderem eine Folge des sogenannten Frattiniarguments:

ist N < G und P eine p-Sylowuntergruppe von N, so gilt G = N - Ng(P) mit
Ng(P) ={z € G : 27 'Px = P}, dem Normalisator von P < G in G .

SATZ. Die alternierende Gruppe A, ist einfach fiir n > 5. Insbesondere ist die symmetrische
Gruppe S, fir n > 5 nicht auflisbar.

Beweisskizze : Weil die A,, von den 3-Zykeln erzeugt ist und je zwei solche fiir n > 5 in der
A, konjugiert sind, reicht es zu zeigen: ist 1 # N <1 A, so enthélt IV einen 3-Zykel. Sei dazu
1 # 2 € N und es gelte entweder

1. dak die Zykelzerlegung von z einen Zykel (abed...) der Lange > 4 enthalte, oder
2. keinen solchen, aber einen 3-Zykel (abc), und dak x einen Fixpunkt d habe, oder
3. wie zuvor, aber x habe keinen Fixpunkt (also etwa x = (abc)(de...)...), oder

4. daf die Zykelzerlegung von x nur Transpositionen enthalte, also, weil sgn(z) =1,
x = (ab)(cd) .. ..

Hier sind a,b,c,d, e, ... die zu permutierenden Elemente.

Setze y = (abc) im Fall 1., y = (abd) in den Fillen 2. und 3., und y = (ace) im Fall 4. Wir
berechnen yzy 'z~' € N:

1.yt = (acb), zy~tz~! = (deb) , yry~'z~! = (abd)
2.3. y~! = (adb) , vy~ tz~! = (bec) mit e = Bild von d bei z,

1 1} (ab)(cd) im Fall 2. (d = e)
yry o= (abecd) im Fall 3. (d # e) .

Damit fiihrt Fall 2. hin zu Fall 4., Fall 3. zuriick auf Fall 1.

*0tatsichlich ist eine der beiden Gruppen, N oder G/N, stets auflésbar, namlich aufgrund des Satzes von
Feit und Thompson (1963): Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar. Dessen Beweis iibersteigt unsere
bisherigen Méglichkeiten einer gruppentheoretischen Diskussion allerdings bei weitem.
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4.yt = (aec), zy a7l = (bfd),
oy~ lal = (ace)(bfd) falls das Bild f von e verschieden von e ist
(acedb) sonst .
Hier flihrt der Fall e # f zuriick auf 3., der andere Fall, e = f, auf 1.

Insgesamt sieht man, daly spitestens dreimaliges Durchfiihren dieser Prozeduren beim Fall
1. landet, in welchem man direkt einen 3-Zykel in N sieht.

Wir beschreiben schlieblich eine Konstruktion von neuen Gruppen aus schon bekannten, die
besonders niitzlich in der Galoistheorie ist.

DEFINITION. Fiir eine Gruppe G bezeichne AutG die Gruppe aller Automorphismen von G
(die Hintereinanderausfihrung liefert die Multiplikation in AutG). Es liege eine zweite
Gruppe H und ein Homomorphismus

n:H — AutG, hsn(h) =g g"]

vor. Dann heifit

GxH={(g,h):9€G,heH} (g1,h1)(g2,h2) = (9192 hlhz)

das semidirekte Produkt aus G und H,n.

Offenbar gilt

{9 )} <G = H, H~H={1,h)}<GxH,
1,

G~G =
émH: G- H=GxH.

Fortan identifizieren wir G und G sowie H und H und schreiben statt (g, h) einfach gh.
Beispiel: S3 =7Z/3xZ/2mit n=1id : Z/2 = AutZ/3.
Wenigstens fiir zyklische Gruppen G der Ordnung n soll nun Aut G bestimmt werden.

SATZ. Ist G = {(a) zyklisch von der Ordnung n, also G ~7Z/n,a+— 1, so ist
AutG ~ (Z/n)* ={s € Z mod n, ggT(s,n) =1}

vermoge AutG 3 o — s mod n <= o(a) = a®. Insbesondere ist AutG abelsch. Im
Falle, dafi n = p* eine Primzahlpotenz ist, ist

1. AutG fir ungerades p zyklisch, erzeugt von wp (1+p) mod p*, mit (w, mod p) =
(Z/p)*
2. AutG ~7/2 x /252 = (=1 mod 2*) x (5 mod 2¥) fiir p = 2.

Des weiteren |Aut G| = ¢(n) = [[(p — 1)pkp_1, wenn |G| =n = Hpkp
pln pln
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Die Funktion ¢ heikt die Eulersche ¢-Funktion; ¢(n) zéhlt die zu n teilerfremden Zahlen
zwischen 1 und n. Sie ist multiplikativ in dem eingeschrankten Sinne

geT(n1,n2) = 1 = d(ninz) = d(n1)p(nz2)
und erfiillt ¢(p*) = (p — 1)pF~1.

In diesem Zusammenhang ist es vielleicht hilfreich, gruppentheoretische Literatur zu nennen,
z.B. B. Huppert, Endliche Gruppen 1 (Springer Grundlehren Bd. 134) Kapitel I, §§9,18 und
V, §5, oder H. Kurzweil Endliche Gruppen (Springer Hochschultext, 1977) Kapitel 111, §5, IV,
§3 und VI, §2.

Beispiele :

1. Es gelte |G| = pq mit Primzahlen p und ¢. Falls p = ¢, also |G| = p? ist, so ist G abelsch
und von einem der beiden Isomorphietypen G ~ Z/p? oder G ~ Z/pxZ/p. Im Fall p < q
und ¢ # 1 mod p existiert nur die zyklische Gruppe G ~ Z/pq, denn die Anzahlen a,, a4
der p- bzw. g-Sylowuntergruppen erfiillen aplq, ap = 1 mod p, a4|p, a; = 1 mod ¢
und sind damit beide = 1. Ist aber ¢ = 1 mod p, dann gibt es aufser der zyklischen
Gruppe G ~ Z/pq noch die nichtabelsche Gruppe G = Z/q x Z/p, wobei Z/p auf Z/q
tiber die Identifizierung von Z/p mit der Untergruppe der Ordnung p von Aut(Z/q) =
(Z/q)* wirkt; dies ist eine Konsequenz aus dem Satz von Schur-Zassenhaus.

2. Gleichbedeutend mit “ zu der Gruppenordnung n existiert allein die zyklische Gruppe
G~Z/n” ist “(n,¢(n))=1".

Denn fiir n = p"s mit r > 2, p t s sehen wir wenigstens die beiden Gruppen Z/p" X Z/s
und Z/p x Z/p"~! x Z/s. Folglich mu n quadratfrei sein. Ist n keine Pmzahl, also
n = pqt mit verschiedenen Primzalen p und ¢, die beide ¢t nicht teilen, so sehen wir
im Fall ¢ = 1 mod p die beiden Gruppen Z/pqt und (Z/q x Z/p) x Z/t mit der durch
Z/p < (Z/q)* induzierten Wirkung. Daher ist die Bedingung (n, ¢(n)) = 1 notwendig.

Fiir die Umkehrung setzen wir zusitzlich voraus, daft G auflosbar sei (was aber we-
gen des Satzes von Feit-Thompson unnétig ist, da n ungerade sein mufs). Es gilt dann
G’ < G. Nun impliziert (n,$(n) = 1) sicher (|G|, [G : G']) = 1 und dann der Satz von
Schur-Zassenhaus die Existenz einer Untergruppe U < Gmit UNG =1,G = G'U .
Die Voraussetzung (|G|, ¢(|G|)) = 1) vererbt sich auf G’ und U ; aufgrund einer Induk-
tion nach der Gruppenordnung sind deshalb diese beiden Gruppen zyklisch. Aber die
Automorphismengruppe der zyklischen Gruppe G’ enthilt kein Element # 1 mit einer
|U| teilenden Ordnung, weshalb G abelsch und damit zyklisch ist.

5. (GALOISSCHE THEORIE : VERTIEFUNGEN
Irreduzibilitdtskriterien etc.
DEFINITION. Ist R ein kommutativer nullteilerfreier Ring, so heifst

K ={(a,b):a,be R, b# 0}

(al,bl) = (az,bg) < aiby = asbh;
(al, b1) + (ag, bg) = (a1b2 + a9bq, blbg)
(a1,b1) - (az,b2) = (a1a2,b1b2)

der Quotientenkorper von R.
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Die Gleichheit in K legt die Vorstellung von (a, b) als den Bruch a/b, mit Zahler und Nenner (#
0) in R, nahe. Im folgenden beniitzen wir deshalb meistens diese Schreibweise. Die Abbildung
a — a/1 ist ein Ringmonomorphismus von R in K, iiber den wir fortan R als Teilmenge in K
identifizieren. Natiirlich ist K ein Korper: (a,b)~! = (b, a), vorausgesetzt dak (a,b) # 0, also
a # 0 ist.

LEMMA. (Gauk) R sei ein ZPE-Ring, also ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit ein-
deutiger Primfaktorzerlegung, und K sei sein Quotientenkérper. Ist dann f(x) € Rlx]
irreduzibel in R[x], so auch in K|x].

Als Beispiel dient vor allem R = Z. Der Beweis des Lemmas beruht auf folgender Tatsache:
Sind g(x) = 3°; az’ und h(x) = 3 ; bja’ zwei Polynome € Rlz] mit ggT(a;) = 1 = ggT(b;), so
gilt ggT(cx) = 1 fiir g(z)h(x) = 3} crz¥. Das Lemma impliziert, da® sich die ZPE-Eigenschaft
von K|z] auf R[z] vererbt, i.e., R ZPE = R[z] ZPE.

Anwendungen :

1. Symmetrische rationale Funktionen in n Variablen x1,...,z, sind Quotienten symme-
trischer Polynome in diesen Variablen.

2. Eisenstein: f(r) = apa"™ + an—12" 1+ - a1z + ag € R[] habe die Eigenschaft, daf
es ein Primelement p € R mit
ptan, plai (0<i<n—1), p*ta
gebe. Dann ist f(x) in K[x] irreduzibel.
3. Ist f(z) = 31" ga;x' € Z[x] ein Polynom, das irreduzibel modulo einer Primzahl p ist
und p { ay,, erfiillt, so ist f(x) irreduzibel in Q[x].

Man beachte, dak das Eisenstein-Kriterium sozusagen kontrar zu 3. ist: dort ist ndmlich f(z) =
apz™ mod p. Es gibt {ibrigens normierte irreduzible Polynome f(z) € Z[z], die reduzibel
modulo jeder Primzahl sind, so etwa das irreduzible Polynom 2* = 102241 von 2+ /3 iiber

Q 27.

LEMMA. Im Fall char(K) = p # 0 ist ein Artin-Schreier-Polynom P —x+a € K|x] entweder
wrreduzibel oder zerfillt vollstdndig tiber K.

Solche Polynome sind natiirlich separabel.

Finheitswurzeln

DEFINITION. K sei ein Kérper der Charakteristik p > 0 und n eine nicht durch p teilbare
natirliche Zahl. Dann heiffit ¢, € K°© eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn ¢, Wurzel
des Polynoms " — 1 € K|z], aber keine Wurzel von 2™ — 1 € K|z] fir m < n ist.

Beachte, daf im Falle char(K) t n das Polynom z" — 1 separabel ist und seine Wurzeln in
(K€)* eine Gruppe der Ordnung n bilden. Diese ist zyklisch, ~ Z/n, und die primitiven n-ten
Einheitswurzeln sind genau die Erzeugenden. Des weiteren ist K ((,)/K als Zerfillungskorper
von z" — 1 galoissch und die Galoisgruppe G, k) eine Untergruppe von Aut (¢,) :

Gr()/k D0 < smod n < o(n) =¢ (ggT(s,n)=1).

2"dazu mehr im kommenden Semester
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Daher gilt : G (¢, /K) st abelsch und sogar zyklisch, wenn n Potenz einer ungeraden Primzahl
ist. Welche zu n teilerfremden Zahlen s zwischen 1 und n als Automorphismen ¢ vorkommen,
hingt von K ab; z.B. nur s = 1, wenn (, € K, jedoch alle s, wenn K = Q, wie aus dem
néchsten Kapitel folgt.

Im Falle char(K) | n gilt 2™ — 1 = (P — 1)P; es kann dann also gar keine primitiven n-ten
Einheitswurzeln geben.

SATZ. Die irreduzible Gleichung f(,)(x) von (, dber Q ist ganzzahlig und vom Grad ¢(n). Es
gilt
fy (@) = (2" — 1)/ I f (@)

dln
d#n

und insbesondere fiir eine Primzahlpotenz n = p"

1

f(p'r)(x) = x(p—l)p’r71 _|_ x(p_z)p'rfl + “e xpT7 + 1 .

Auflisbare Galoisgruppen

DEFINITION. Die Gruppe G, i des Zerfillungskérpers L eines separablen Polynoms f(x) €
K[z] heifit die Gruppe von f; Bezeichnung: Gy = G i und Ly = L.

SATZ. Es sei f(x) € K[x]| separabel. Dann ist Gy genau dann auflosbar, wenn es eine galois-
sche Erweiterung L/K mil auflosbarer Galoisgruppe G,k gibt, die Ly enthdlt.

Genau im Fall, wenn G auflosbar ist, existiert also ein Korperturm
L=LyD>LiDLyD>...0L, DLy =K
mit
LD Ly
L/K ist galoissch
L;/L;41 ist zyklisch von Primzahlordnung,.

Sei nun char(K) = 0 und n = [L : K] (mit obigem L). Die Adjunktion einer primitiven n-ten
Einheitswurzel ¢, an K liefert

K C K(Cn) = Lr+1(Gn) C ... C Lo(Cn) = L(Gn) -

Wieder ist L((,)/K galoissch auflosbar, weil K ((,)/K abelsch sowie L;((n)/Li+1(¢n) zyklisch
von Primzahlgrad |n ist.

SATZ. Sei (p, € K. Ist dann M/K zyklisch vom Grad |n, so existiert ein a € K mit M =
K(/a). Umgekehrt ist jede Erweiterung K(/a)/K zyklisch vom Grad |n.

Hauptbestandteil des Beweises ist der wichtige, sogenannte Hilbert Satz 90:

Ist M/K zyklisch vom Grad n und (o) = G/, so gill fir a € M

24



Wegen Artins Satz {iber die lineare Unabhingigkeit von Automorphismen existiert namlich
ein v € M mit

n—2
8% 7 +a0(y) +ao(@)o’(y) -+ [[ (@) 0" (7).
1=0

und dieses 3 tut das Verlangte.

FOLGERUNG. Die Wurzeln einer separablen Gleichung f(x) € K[x] lassen sich genau dann
durch Radikale ausdricken (d.h. sie liegen in einer Erweiterung

L:K(CTM n{/aa"'u "{/a) mit aieK(Cn7 n{/av"'a ni*\l/ai—l))v

wenn [ auflosbar (d.-h. Gy auflosbar) ist. Insbesondere lassen sich die Wurzeln eines
Polynoms vom Grad > 5 im allgemeinen nicht durch Radikale ausdriicken.

Denn die S,, kommt als Galoisgruppe einer geeigneten Erweiterung L/K vor und ist fiir
n > 5 nicht auflésbar, weil sie die einfache Gruppe A, enthilt. Ist allerdings f(x) € K|z]
separabel und vom Grad < 4, so ist f durch Radikale auflosbar, weil Gy < S4 Untergruppe
der auflésbaren Gruppe S4 und somit selbst auflésbar ist.

Eine weitere Folgerung aus Hilberts Satz 90 ist diese

Im Falle char(K) = 0 impliziert [K¢ : K| < oo, daf dieser Grad = 1 oder 2 ist
und im zweiten Fall noch K¢ = K(i) mit i = —1 28,

Als Anwendung leiten wir die Cardanoschen Formeln fiir die Wurzeln des allgemeinen Poly-
noms dritten Grades her.

Ist f(z) = 23 + a12? + agx + a3 und 6 # 0 in K, so fiihrt die Substitution z ~» 2 — a1/3 auf

3
das neue Polynom f(z) = 2® + az + b= [] (z — w;) mit Diskriminante
i=1

iy = (w1 — w) (wy — ws) (wy — ws) = v/—da¥ — 2702 2

Wir setzen a # 0 voraus (sonst folgt mit geeigneter Numerierung w; = ¢/v/—b und es
bleibt nichts zu tun). Die Gruppe Gy ist die S3 mit dem zyklischen Normalteiler A3z ~ Z/3

und Faktorgruppe Z/2 (weil wir im allgemeinen Fall sind ®°). Adjunktion von ./df und

¢ def (3 = —1/2 4 1/2y/=3 fiihrt zu der zyklischen Erweiterung Lf(¢)/K(\/ds,¢) vom Grad

3. Sie ist sowohl von w; als auch von der Lagrangeschen Resolvente p def wi + Cwy + Cws

*Die Charakteristik-Voraussetzung ist tatsichlich unnétig; dariiber hinaus kann man noch zeigen, daf K
dhnlich wie R aussehen muf (’reel abgeschlossen’).

st f(x) € K|[z] normiert, irreduzibel und separabel mit den Wurzeln 61, ...,0, in K so rechnet man
leicht

£ =TJ0:-6)). Newox(f'©) =] ©) = (-0Ed,
i i=1
nach, also, angewendet auf unser f(z) = 2® + azx + b, —d; = N( = 4a® + 27b* .

%Im anderen Fall ist G; = A3 und /d; € K. Ansonsten #ndert sich nichts im weiterten Verlauf der
Diskussion.

3w“f+aw1 )
w1
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erzeugt (denn p # 0 31). Letztere erfiillt p3 € K(,/dy, (). Wir fiihren zuerst folgende Rech-
nungen durch

0% = w} +wd + w3 + 3¢ (wiwy + wiws + wiwy) + 3¢ (wrwd + wew? + wiw?) + 6wiwows

VA = wiwg + wiws + wiwy — wiw3 — wowi — wzw?

3_. 31,310,330 2 2 2 2 2 2 3 G
— p —wl+w2+wgf§(w1w2+w2w3+w3w1+w1w2+w2w3+w3wl)+6w1w2wgf§x/fdw/d R

und driicken sodann die symmetrischen Funktionen in den w; durch die elementar-symmetri-
schen Funktionen 0 = wy + we + w3, a = wiws + wiws + wows , b = —wiwows in den w; aus
und erhalten

wi + wi + wi + 3(wiws + wiws + wiwy + wiw3 + waw3 + wzw?) + 6wiwews = 0 (= 03)
S (wwy + wiws + wiwy + wiws + waw? + wyw?) + Fwiwows =0 (= 30a)

27 27
Swiwawz = —5b

Setze pg = w1 +wy + w3 =0, p; = p und pa = wy + 2wy + Cws; dann ist

3/ 27 3 €/ 27 3
= = -ty 2. /34 -2 /34
3wy = po + p1 + p2 \/ 50+ 5 F+ 5 5 ;

und entsprechend bekommt man wg, w3. Die dritten Wurzeln ¢/ sind so zu wihlen, daf die
Gleichung p1p2 = w% + w% + w% — wiwe — wiws — wows = —3a erfiillt ist.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aus gegegenen Grofsen fiihren auf lineare und quadra-
tische Gleichungen. Dabei arbeiten wir in jedem Schritt in der komlexen Ebene C = R & R:
und erlauben

die Wahl endlich vieler Hilfspunkte

die Zeichnung der Verbindungsgeraden durch zwei gewahlte oder schon konstruierte
Punkte

die Zeichnung des Kreises mit gewdhltem oder konstruiertem Mittelpunkt und einem
solchem auf seiner Peripherie

den Schnitt zweier schon konstruierter Geraden oder Kreise, oder einer Geraden mit
einem Kreis.

Der Koordinatenkorper kann sich bei jedem Schritt &ndern, aber natiirlich nicht bei den
beiden erstgenannten. Die Addition, Substraktion, Multiplikation und Division in C spiegelt
sich geometrisch in Parallelogrammen (fiir + und -) und im Strahlensatz (fiir x und : [mit
der Hilfsgrofe 1]) wider.

Beim dritten und vierten treten quadratische Gleichungen fiir die zu bestimmenden Koor-
dinaten auf: diese fithren also auf quadratische Erweiterungen des Koordinatenkérpers. Man
beachte, dafs auch der Schnitt zweier Kreise nur lineare und quadratische Gleichungen liefert.
Man legt ndmlich das Koordinatensystem so, dak ein Kreis den Urprung als Mittelpunkt hat
— dies ist eine lineare Umformung und fithrt auf

ac2—|—y2:r,(:L'—J:g)2+(y—yo)2:s:>2x01:+2y0y:r—s+x%—|—y8,mz:l:\/r—y?

31p resultiert aus Hiberts Satz 90 angewendet auf a = ¢. Dasselbe mit ¢ ersetzt durch 1 bzw. ¢! liefert ein
po = 0 bzw. ein p2. Wegen po + p + p2 = 3w und p - p2 = —3a ist also tatséchlich p # 0.

26



Eine quadratische Gleichung (in einer komplexen Variablen) kann in 22 = d = r(cosp +
isin @) substituiert werden. Um v/d zu konstruieren, zeichnet man die Strecke [0,r + 1] und
dariiber den Thaleskreis; nach dem Hohensatz ist +/r der Abstand vom Kreis zur Strecke bei
1; aufserdem muf natiirlich noch der Winkel ¢ halbiert werden. Wir sehen damit

Aus den Anfangsdaten o, . .., oy ist die Gréfle 3 mit Zirkel und Lineal genau dann
konstruierbar, wenn [ algebraisch tiber K = Q(au,...,ay) ist und die galoissche
Hiille von K(f3) diber K 2-Potenzgrad hat.

In der Tat ist die angegebene Bedingung dquivalent zur Existenz eines Korperturms
KB CK,ODK,-1D>...0KiDKy=K

mit [K;y1 : K;] = 2. Somit ist z.B. die Quadratur des Kreises (77?2 = a?) unméglich 32, weil 7
iiber Q transdendent ist (fiir den Transzendenzbeweis von 7 vgl. etwa Langs Buch). Auch die
Dreiteilung des Winkels ist mit Zirkel und Lineal i.allg. nicht durchfiihrbar, sonst kime man
etwa von 120Y zu 40°, also von (3 zu (g im Widerspruch zu [Q((o) : Q(¢3)] = 3. Und welche
regelméifigen n-Ecke konstruierbar sind, hingt allein vom Grad [Q((,) : Q] = ¢(n) ab.

SATZ. Das regelmdfiige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn

n=2"T[(1+2*)

i
mit verschiedenen Primzahlen 1+ 227 gilt.

Eine Zahl 1+ 2" kann nur prim sein, wenn n eine Potenz von 2 ist. Die Zahlen 1 + 22" heiften
Fermatzahlen; diese sind fiir » = 0, 1,2, 3,4 prim; aber 641 | 1+232. Aufer den 5 angegebenen
Fermat-Primzahlen kennt man heute keine weitere.

Die Konstruktion des regelmifsigen p-Ecks, p eine Fermat-Primzahl, erfordert die explizite
Konstruktion sukzessiver Quadratwurzeln, um den Kérperturm

in Schritten [K; : K;_1] = 2 aufbauen zu konnen.

Dazu sehen wir uns zunéchst eine allgemeine galoissche Korpererweiterung L/K mit Gruppe
G an; a € L erzeuge eine Normalbasis. Ist nun U < G und F = LY der zugehérige Fixkorper,
so gilt

1. « erzeugt auch eine Normalbasis fiir L/F.
2. {Spyp(r(a)) = J;U or(a) : G = U, Ut}; ist eine Basis von F/K, falls G = |J, Ut
eine disjunkte Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen Ur, 7 € G, von U ist.
3. Ist U < G, also F'/K galoissch, so erzeugt Spy,/p(a) den Kérper F' iiber K.
Einheitswurzelkorper Q(¢p) haben offenbar in o = ¢, ein Normalbasiserzeugendes:
{0(¢p) 10 € Gyt ={¢ 1 <i<p-—1},

32unsere Anfangsdaten a; seien im folgenden stets 0,1, und K = Q
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und letztere Menge besteht aus tiber Q linear unabhéngigen Elementen, weil {1, (p, - - - ,CIZ)’_Q}
zufolge der Irreduzibilitit des p-ten Kreisteilungspolnoms iiber Q unabhingig ist 33.

Niitzen wir das fiir p = 17 aus. Unser Korperturm ist Q C K7 C Ko C K3 C Q(¢) mit ¢ = (37.
Die Gruppe G = Gq(¢)/q ist zyklisch, erzeugt etwa von

g, J(C):<37

(denn 3 ist eine Primitivwurzel modulo 17). Die Untergruppe der Ordnung 8 von G ist von

o2 erzeugt, K1 also von

a1 =C+ P+ H TP HCH
Das dazu konjugierte Element in K7 ist

ay=0(a1) =P+ T+ AT T

16
Wegen Z ¢* = 0 gilt a; + az = —1, und man rechnet direkt ajas = —4 nach. Deshalb, und

=0
weil a1 > ag, ist a1 = —% + %\/17.
Die Untergruppe der Ordnung 4 von G ist von o erzeugt, Ko also von by = (+¢ 74 +¢ 1 4-¢4
mit Konjugiertem (iiber K1) by = 02(by) = ("8 + (72 +(?+(®. Wieder rechnet man by +by =
a1, biby = —1, by > be nach; es folgt, dak hier die Lésungen von 2 —ax—1=0 vorliegen.

0% erzeugt die Untergruppe der Ordnung 2 von G und deshalb ¢; = ¢ + ¢! den Kérper Ks;

co = 04(61) = C_4 + C4 ist das Konjugierte von c; iiber Ko. Wir haben ¢ + ¢ca = b1, c1ca =
CH+C+C3+¢° =0(b1), c1 > co; somit sind e, ¢y die Losungen von 22 — bz + o(by).
Wie kommen wir an o(b1)? So: o(b1) und ¢3(b1) 16sen 22 — agz — 1 =0 und o (b1) > o3(b1).
Endlich ist noch ¢ eine Lésung von 22

17-Eck.

—c1z+1 =0, und jede solche erzeugt das regelméfige

In diesem Zusammenhang 3* sei folgendes beobachtet :

Die Korpererweiterung Q((p)/Q ist zyklisch von der Ordnung p — 1 und enthdalt
deshalb fiir p > 3 genau einen Teilkdrper vom Index 2, namlich K, = Q((,) "R =

Q(¢p + Cp_l), und einen vom Grad 2 iber Q, namlich K, = Q(\/(—1) pT_lp) . Die
irreduzible Gleichung fiir C, iiber K, ist x2 — ({p + C;l)at +1.

Spezielle abelsche Erweiterungen spezieller Korper (Kummertheorie)

Die Korper K sind dadurch ausgezeichnet, dak sie eine gegebene primitive Einheitswurzel
¢ = (, enthalten; die Erweiterungen L/K sind alle galoissch abelschen Erweiterungen mit
[0 € G(L/K) = o™ = 1]. Diese werden im folgenden allein durch “innere Daten” von K
beschrieben. Es handelt sich dabei um eine Fortsetzung der Diskussion, die mit dem dritten
Satz auf S.24

Sei ¢, € K. Ist dann M/K zyklisch vom Grad |n, so existiert ein a € K mit
M = K({/a). Umgekehrt ist jede Erweiterung K(/a)/K zyklisch vom Grad |n.

eingeleitet wurde.

#3Das zeigt zugleich, daR (,¢ fiir t > 1 keine Normalbasis in Q((,¢)/Q erzeugt!
31 Auch dazu mehr im kommenden Semester.
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DEFINITION. 1. Ist G eine endliche Gruppe, so ist der Exponent von G durch exp(G) =
min{t € N: ¢! =1 (Vg € G)} definiert; insbesondere gilt also exp(G) | |G| und
[G zyklisch = exp(G) = |G|] (aber exp(S3) = 6).
2. Istn € N und L/K galoissch, so heifit L/K vom Ezponenten |n, falls exp(Gp k) |
n.

Ab jetzt sei also n € N vorgegeben und K ein gegebener Korper mit char(K) {n und ¢, € K.
Es bezeichne (K*)" die Untergruppe von K*, die aus allen n-ten Potenzen der Elemente
0 # a € K besteht; des weiteren U eine endliche Untergruppe von K*/(K*)* und U > (K*)"
ihr volles Urbild in K *.

LEMMA. 1. Ist L/K galoissch abelsch vom Exponenten |n, so gilt L = K(aq,...,q,) mit
a =a; e K* (1<i<r).

2. Jede Erweiterung L = K({/ay,..., /a,) von K ist galoissch abelsch vom Expo-
nenten |n.

3. Es sei L wie oben, Up = {a1,...,a., (K*)") < KX und Uy, = Ur/(K*)". Dann
ist durch
Gk xUp = (C) + (0,8) —o(a)/a , o"=a

eine in beiden Arumenten multiplikative Funktion erkldrt (eine Bilinearform), die
nichtausgeartet im folgenden Sinne ist:

N\ VO’GGL/K CLE(KX)n
(U’a)_l{VaEUL :>{0'—1

Man beachte, daf obige Bilinearform wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl einer speziellen
n-ten Wurzel o = {/a abhéingt: zwei solche unterscheiden sich ndmlich um eine Potenz von
Cnund ¢, € K.

DEFINITION. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so heiffit G* def Hom(G,C*) die Charak-

tergruppe von G.

Elemente x, 1 € G*, also Charaktere von G, werden so multipliziert: (x - ¥)(g) = x(g) - ¥(9) ,
emit (g) =1 (Vg € G) ist also das Einselement in G*.

In unserer Situation (G = G(L/K), ¢, € K, exp(G) | n) hat man iibrigens iiber

1en Cn'_>627ri/n

Zin ~ ((n) < CF
natiirliche Identifizierungen Hom(G,Z/n) = Hom(G, (¢,)) = G*.
LEMMA. |G| = |G|

FOLGERUNG. 1. [L: K| =[Ur: (K*)"].
2. Die Korrespondenz

(a) L/K, L/K ist abelsch vom Ezponenten |n, und
(b) (K*)" <Up < K*, [Up: (K*)"] < o0
ist eineindeutig und L = K({/UL).
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Das letzte Lemma sagt nicht die volle Wahrheit. Es gilt ndmlich iiber |G| = |G*| hinaus

LEMMA. G und G* sind (unkanonisch) isomorph. G und (G*)* sind jedoch kanonisch isor-

morph :
(G")"~G durch (G")*3~v<geG:v(x)=x(9).

Und (mit den Bezeichnungen aus der Folgerung): G(L/K) ~ (UpL)*.

Anwendung :

1. Die abelschen Erweiterungen vom Exponenten 2 von Q sind genau die Korper
Q(y/ai,...,/a,) mit ganzen Zahlen a; ohne quadratische Teiler .

Die zugehérige Galoisgruppe ist isomorph zu Hom({a1,...,a,, (Q*)?),F2) und hat die
Ordnung [(a1, . .., ar, (Q%)?) : (Q*)?]. Sind die ai, .. .,a, zueinander teilerfremde ganze
Zahlen, so ist diese Ordnung = 2". Insbesondere sind die Wurzeln aus r verschiedenen
Primzahlen linear unabhéngig iiber Q (im Q-Vektorraum R).

2. Ist [{a1,...,ar, (Q%)%) : (@%)% =27, so sind die Q(\/a;, -~ a;,) mit i;, # ij, fiir j1 # j2
und 1 < s < 7 die simtlichen tiber Q quadratischen Teilkérper von Q(\/E, c/ar) .

Wir hingen in diesem Zusammenhang noch ein paar Beobachtungen iiber abelsche Gruppen
G an (Dualititstheorie).

0 if x#e¢ 0 ifg#1l
LEMMA. 1. = . ; = .
g;GX(Q) { |G| if x=¢ XGZG*X(Q) { |G| ifg=1
2. Jeder Charakter einer Untergruppe von G lifit sich zu einem Charakter von G
fortsetzen.

3. Fiir Untergruppen V < G gilt V* ~G*/V+ mit
Vi={peG :pw)=1KVWveV)} <G,
nimlich vermége der Restriktionsabbildung G* — V*; insbesondere |V |-|VL| = |G|

Man beachte die Analogie Charakter < Linearform in der Dualititstheorie endlich dimensio-
naler Vektorrdume.
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